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Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukei

Pro mnoho souéasti a konstrukci je dilezitd nizka hmotnost. ReSeni nabizeji
tenkosténné konstrukce. Tato kniha shrnuje zakladni teoretické poznatky i
praktické postupy pro jejich navrhovani. V uvodni kapitole jsou zopakovany partie
Z pruznosti a pevnosti, tykajici se Krouceni a ohybu prutti a nosnikid. Kapitola druha
je vénovana tzv. stisnénému krouceni. Treti kapitola ukazuje typické rysy
napjatosti hlavnich typu téles vyskytujicich se u tenkosténnych konstrukei: desek,
membran a skofepin. Uvadi i zakladni vztahy pro vypocty jejich deformaci a
napéti. Protoze tenkosténné soucasti Casto selzou zborcenim, je kapitola ctvrta
vénovana riznym piipadim ztraty stability prutt, desek a skofepin. Pata kapitola
probira odezvu tenkosténnych a Stihlych soucasti pifi zméné teploty. Posledni
kapitola si v8§ima navrhovani téchto soucasti a konstrukci, a uvadi i jednoduché
ptiklady. I kdyz se tenkosténné konstrukce dnes navrhuji pomoci vhodného
software, dava kniha piednost jednoduchym analytickym vztahtim, které nazorné
ukazuji vzajemné souvislosti a vliv hlavnich veli¢in. Cast posledni kapitoly je
vénovana obecnym otazkam zajistovani spolehlivosti, véetné ptistupti simula¢nich
a pravdépodobnostnich, jako je metoda Monte Carlo. Kniha obsahuje cetné
ilustrace, feSené priklady a soupis odborné literatury.
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Introduction to applied mechanics of thin-walled constructions

Low weight is important for many components and structures. Thin-walled
constructions offer solutions. This book summarizes the basic theoretical
knowledge and practical procedures for design. In the introductory chapter, the
parts of elasticity and strength, related to the torsion and bending of bars and
beams, are repeated. The second chapter is devoted to the so-called constrained
torsion. The third chapter shows the typical features of the stresses in the main
types of bodies occurring in thin-walled structures: plates, membranes and shells. It
also presents the basic relations for the calculations of their deformations and
stresses. Because thin-walled components often fail by collapse, the fourth chapter
is devoted to various cases of loss of stability of bars, plates and shells. The fifth
chapter discusses the response of thin-walled and slender components when the
temperature changes. The last, sixth chapter, pays attention to the practical issues
of creating thin-walled components and structures, including examples of their
design. Although thin-walled structures are now designed using appropriate
software, the book prefers simple analytical relationships that clearly show the
influence of the main quantities. Part of the last chapter is devoted to general issues
of reliability, including probabilistic and simulation approaches, such as the Monte
Carlo method. The book contains numerous illustrations, solved examples and a
list of references.
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Predmluva

U mnoha soucasti a konstrukci je dilezitym pozadavkem co nejnizsi hmotnost.
Plati to pro letadla, automobily a dal$i dopravni prostiedky, ale i pro mnoho jinych
vyrobkd. Jednim z feSeni je pouziti tenkosténnych konstrukei. V této oblasti bylo v
pruibéhu doby ziskano mnoho teoretickych i1 praktickych poznatkli, a byly
vypracovany postupy analyzy i navrhovani.

Tato stru¢na kniha chce usnadnit praci konstruktérim a projektantim s mensimi
zkuSenostmi. V Sesti kapitolach shrnuje zékladni teoretické poznatky a praktické
postupy pro navrhovani tenkosténnych konstrukci. Nejprve jsou struéné
zopakovany partie z elementarni pruznosti a pevnosti, tykajici se ohybu a krouceni
pruti a nosniki. Kapitola druha je vénovana tzv. stisnénému krouceni. Treti
kapitola ukazuje charakteristické rysy napjatosti téles tvoficich vétSinu
tenkosténnych konstrukci: desky, membrany a skotepiny. Uvadi i zékladni vztahy
pro jejich deformace a napéti. ProtoZe tenkosténné soucasti casto selzou
zborcenim, je kapitola Ctvrtd vénovana riznym piipadim ztraty stability prutd,
desek a skofepin. Patd kapitola se zabyvd odezvou tenkosténnych soucasti pii
zmeéne teploty. V posledni kapitole se probiraji praktické otdzky vytvareni
tenkosténnych soucasti a konstrukci. Cilem je ukazat na jednoduchych piikladech,
jak lze vytvaret vahoveé usporné prvky.

I kdyZ odezva a tinosnost tenkosténnych konstrukci se dnes fesi hlavné pomoci
vhodného software, o kterém je v knize také zminka, je zde davana ptednost
jednoduchym analytickym vztahim, ze kterych jsou nazorné vidét vzajemné
souvislosti a vliv hlavnich veli¢in. Tam, kde to bylo mozné, jsou pouzity vzorce
V bezrozmérovém tvaru, aby vynikla uZziteCnost tohoto pfistupu. Protoze kone¢nym
cilem navrhu je vytvofeni spolehlivé konstrukce, je ¢ast posledni kapitoly
vénovana obecnym otazkam zajiStovani spolehlivosti, véetné nékterych ptistupt
pravdépodobnostnich a simula¢nich, jako je metoda Monte Carlo.

Kniha obsahuje cetné ilustrace i nékolik fesenych ptikladt. Pfi Cetbé je znalost
sttedoskolské matematiky a zakladd integralniho poctu vyhodou, neni vSak
nezbytna. Jednotlivé kapitoly jsou doplnény soupisem odborné literatury.
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1. Misto uvodu — opakovani: krut a ohyb

Konstruktér, ktery navrhuje soucasti nebo konstrukce mechanicky zatizené, by mél
chapat, co se v materidlu a konstrukcich déje pii zatizeni. Aby napiiklad u
néjakého navrhu umél jiz na prvni pohled fici ,.tohle prost€¢ neni mozné“.
Predpokladame, Ze Ctenar absolvoval zakladni kurs pruznosti a pevnosti, avSak
fadu véci jiz zapomnél. Zde zopakujeme zdkladni poznatky o krouceni a ohybu;
V podrobnostech odkazujeme naptiklad na [1, 2]. Pro vé€tsi ndzornost budeme
uzivat jednoduché vyrazy a rovnice.

1.1 Krut

Kroutici moment vyvolava ve zkrucované soucasti smykova napéti. A naopak, tato
napéti davaji ve svém thrnu kroutici moment, ktery je v rovnovaze s momentem od
vngjsiho zatizeni.

Pfi zkrucovani hiidele nebo ty¢e kruhového prifezu ma smykové napéti r v fezu
kolmém k ose v kazdém misté smér te¢ny k obrysu (obr. 1.1). V ose je rovno nule a
nariista pfimo aumérn¢ se vzdalenosti od ni,

M

[

(p) =—p . (1.1)
i

Mk je kroutici moment ve vysetfovaném fezu, Jx je kvadraticky moment prifezu

k ose (moment setrva¢nosti, obecné moment tuhosti priaiezu v krouceni), a p je

vzdalenost vysSetfovaného bodu od osy.

Obr. 1.1. Rozlozeni smykovych napéti
V kruhovém priirezu pri piisobeni
kroutictho momentu.

Nejvyssi smykové napéti plsobi na vnéjs$im obvodu (p = R = D/2), a pocita se
podle vztahu
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M
Tmax = Wk ' (1.2)
k

kde Wy je tzv. modul prifezu v krouceni.

Pro masivni kruhovy priifez o priiméru D je Jx = #D%32 a Wk = #D?%16, pro duty
priifez 0 vn&j§im priméru D a vnitfnim praméru d je Jx = z(D* — d*/32. Pro
tenkosténnou trubku jsou vztahy uvedeny v piikladu feseném dale v této kapitole.

Utinkem momentu dochazi ke zkrucovani souéasti. Zkrut 9 vyjadiuje uhel
pootoceni dvou prifezil na jednotku jejich vzdalenosti:

_do M . (1.3)
dx GJy
G je modul pruznosti ve smyku, souvisici s modulem pruznosti v tahu E vztahem
__E . (1.4)
21+ u)

A je soucinitel pti¢né kontrakce (Poissonovo ¢islo).

Uhel vzajemného pootoceni dvou prifezii vzdalenych o | se pfi volném krouceni
pocita jako

Mk(x) - :M- 15
GJk(x)dX' v GJ, (9)

| |

9 = [I(x)dx =]

0 0

vzorec vpravo odpovida piipadu, kdy moment a prufez jsou po celé délce
konstantni. Pfi téchto vypoctech vychazi tihel ¢ v radianech (plati 2 7= 360°).

vvvvvv

prifezu. Pfipomenime, ze na volném (nezatizeném) obrysu musi mit smykové
napéti vzdycky smér teény k obrysu! Kdyby sviralo s obrysem uréity uhel, mohli
bychom jeho vektor rozlozit do sméru tecny k obrysu a sméru kolmého, tj.
smétujiciho napf. ven z materialu (obr. 1.2). Vime ale podle pravidla sdruzenych
smykovych napéti, Zze pokud smykové napéti ptisobi na néjaké ploSce, musi stejné
velké smykové napéti plisobit i na plosce kolmé, pti¢emz ob¢ napéti sméfuji bud’ k
prisecnici obou ploch, nebo od ni (m a z” na obr. 1.2). Pfipad, kdy smykové napéti

10
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Obr. 1.2. Smykové napéti na nezatizeném
povrchu (&) musi mit vzdy smér tecny k obrysu.

V prufezu sméfuje ven z tyCe, by mohl nastat jenom tehdy, kdyby na jejim povrchu
pusobila te¢na sila ve sméru osy tyce. Je-li ale povrch volny, takze Zadna te¢na sila
na ném nepusobi, nemlize ani v fezu kolmém k ose ptisobit smykové napéti kolmé
k obrysu; musi zde tedy mit pouze smér te¢ny k obrysu! Na ostré hrané v roviné
kolmé k ose zase neexistuje jednoznaCny smér teCny, a proto musi byt v tomto
bod¢ smykové napéti také rovno nule! Na obr. 1.3 je zndzornéno rozlozeni napéti
Vv prufezu obdélnikového profilu; nejvyssi je uprostied nejdelsi strany.

Pti krouceni nekruhovych prifezii se maximalni smykové napéti pocita také podle
vyrazu (1.2), zkrut podle vztahu (1.3) a uhel pootoceni dvou priiezi podle vztahu
(1.5). Vzorce pro Wk a Jk pro nekteré tvary pruiezu lze najit dale na obr. 1.7 a
Vv literatute, naptiklad v [3, 4, 5, 6].

Obr. 1.3. Rozlozeni smykovych napéti

ve zkrucovaném obdélnikovém priirezu.

V dobé¢ ,,pfedpocitacové, kdy byly mozné jenom pomérné jednoduché vypocty, se
pro ur€ovani napéti pouzivaly rizné metody. U zkrucovanych téles riznych tvart
prufezu se uzivala takzvand membranova analogie [7]. Ludwig Prandtl si
vS§imnul, Ze parcialni diferencialni rovnice, popisujici napéti a deformace ve
zkrucované tyc¢i, jsou formalné stejné jako rovnice popisujici tvar vybouleni
membrany ucinkem pietlaku v otvoru stejného tvaru, jako je zkrucovany prufez.

11
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Smykové napéti 7 V soucdsti je tmérné sklonu vrchliku, vytvofeného membranou,
a tuhost v krouceni GJk je imérna objemu vrchliku. Pouziti této analogie usnadnilo
inZzenyrim feSeni mnoha uloh o krouceni. Ve vhodné krabici byl ve sténé
vytvofen otvor o tvaru zkoumaného profilu, a v ném se napnula mydlova bldna,
kterd se vystavila mirnému pfetlaku. Potom se vyfotografoval tvar jejiho
vybouleni, a znéj se pocitaly hodnoty napéti a deformaci. Timto zptisobem se
tesily experimentalné i letecké profily slozitych tvarg.

vvvvvv

nyni, nebot’ ddva velmi nazornou predstavu o smykovych napétich. Neékdy staci
predstavit si v duchu, jak by membrana vypadala. V pfipad¢ masivniho kruhového
prifezu mad membrana tvar rota¢niho paraboloidu s vrcholem nahote. U uzkého
obdélnikového prifezu vytvoii membrana pievraceny zlab o parabolickém prifezu.
V obou ptipadech je nejvétsi sklon, a tedy i smykové napéti, na vn&jSim obrysu. U
ctverce, obdélniku, trojihelniku nebo Sestitthelniku plisobi nejvyssi smykové napéti
na povrchu uprostied té strany, jejiz kolma vzdalenost od osy je nejmensi (obr.
1.3). V ostrych koutech nema membrana zadny sklon, a napéti je tam rovno nule.

U tenkosténného otevieného profilu, jehoz tloustka se podél obvodu meéni, je
vyska odpovidajiciho zaktiveného zlabu nejvetsi v mistech s nejvétsi tloustkou.
V téchto mistech tedy bude také sklon membrany u stén nejvetsi, takze i smykové
napéti na povrchu zkrucovaného profilu zde bude nejvyssi.

Mame-li uzavieny tenkosténny profil (napf. trubku), pouzivd membranova analogie
predstavu otvoru o stejném tvaru, jako ma vné&jsi obrys trubice, a uvniti n¢j na
membrané ,,plave” desticka o tvaru vnitiniho obrysu trubice. Desticka lezi na
membrané vodorovné, aby to odpovidalo nulovému smykovému napéti v mistech,
kde zadny material neni. Z této predstavy vyplyva, Ze v mistech, kde je tloustka
stény mensi, bude mit membrana vétsi sklon nez v mistech s vétsi tloustkou stény.
Skute¢né ve zkrucovaném uzavieném profilu s proménlivou tloustkou stény plsobi
nejvyssi smykové napéti tam, kde je tloustka stény nejmensi. Tloustka stény se
tedy projevuje opacné nez u otevieného profilu, kterého si vSimneme dale.

K podobnym zavérum dojdeme i na zaklad¢ predstavy, Zze smykova napéti ve sténé
uzavieného profilu vytvaieji smykovy tok pripominajici kapalinu cirkulujici v
potrubi, jehoz plocha prifezu je uméma tloustce stény. Smykové napéti ve
zkrucovaném profilu je pfimo tmérné rychlosti kapaliny v analogickém potrubi.

12
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Podle rovnice kontinuity je rychlost proudéni kapaliny nejvyssi v nejuz§im miste,
podobné jako smykové napéti bude nejvyssi v misté s nejmensi tloustkou stény.
Tenkosténné uzavicené profily — Bredtovy vztahy
Maximalni smykové napéti ve zkrucovaném uzavieném tenkosténném profilu lze
také vypocitat [46] podle jednoduchého Bredtova vzorce [8]:

— M k

— , (1.6)
Tmax 25t

kde My je kroutici moment, tmin je minimalni tloustka stény, a S je plocha celého
praiezu profilu véetné dutiny. Modul prifezu v krouceni pak je

Wi =2'S tiin . (1.7)

Moment tuhosti prifezu se mize vypocitat podle druhého Bredtova vzorce:

2
‘]k = 4(SjS . (18)

t(s)
Integrovani po uzaviené kiivce podél obrysu profilu je velmi snadné, je-li tloustka
stény t konstantni, nebot’ se potom jedna o vypocet délky obvodu.

Tyto jednoduché vztahy lze pouZit pro pfedbézny navrh nebo rychlou kontrolu.

Piiklad. Stanovte modul prifezu a moment tuhosti v krouceni tenkosténného
uzavieného profilu obdélnikového prifezu (Jackel) o rozmérech: a = 60 mm, b =
20 mm, tloustka stény t = 2 mm.

Upravime-li vztah (1.7) pro vySetfovanou trubku, dostaneme
Wi=2xaxhxt=2x60x20x2=4800 mm®.

Moment tuhosti pfi konstantni tloust'’ce stény (S je plocha prufezu trubky a O délka
obvodu) je:
3 482 4(ab)® _ 4(60x20)°
7 O  2(a+b)  2(60+20)
t t 2

= 72000mm* .

13
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Tenkosténné oteviené profily

Modul prifezu a moment tuhosti priifezu v krouceni otevienych tenkosténnych
profilt s konstantni tloustkou stény lze pocitat podle jednoduchych vztahi
2 3
w, =2, 3 =2 (192, b)
3 3

kde a je celkova délka stfednice, tj. délka rozvinutého profilu nebo soucdet délek
jednotlivych ¢&asti prufezu (napiiklad u ,,I“ profilu), a t je tloustka stény.
Maximalni smykové napéti se pocita podle vztahu (1.2), uhel pootoceni dvou
prafezi podle vztahu (1.5).

Obr. 1.4. Rozlozeni smykovych napéti ve zkrucovanych otevienych profilech [7].

Existuje veliky rozdil mezi odporem vic¢i krouceni u tenkosténnych profili
otevienych a uzavienych. V profilu otevieném byva smykové napéti mnohem vyssi
nez v profilu uzavieném, a také jeho deformace (thel pootoceni) je mnohem vetsi.
Je to zfejmé z obr. 1.5, kde jsou nakresleny prib&éhy smykovych napéti v obou
prafezech. V uzavieném profilu (a) pusobi smykova napéti opa¢ného smeéru
v protgjsich, relativne vzdalenych ¢astech prifezu, takze moment, ktery vytvare;ji,

Me

< \ hg &D
) B + ?j {
\\

a) b)

Obr. 1.5. Rozlozeni smykovych napéti t od krouticiho momentu My
V tenkosténném priirezu: a) uzavieném, b) oteviceném.

14
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je pomeérné velky. U otevieného profilu (b) jsou opacné orientovand napéti
mnohem bliz u sebe, takze vytvafeji mnohem mensi moment. Naopak na to, aby
vzdorovala vnéj§imu momentu, staci u uzavieného profilu mnohem nizs§i smykova
napéti nez u profilu otevieného. Rozdily mezi obéma profily, tykajici se deformaci,
jsou jesté vetsi. Budeme to ilustrovat na porovnani dvou konkrétnich prifezi.

Piiklad.

Porovnejte velikost smykového napéti a zkrut ve dvou podobnych tenkosténnych
profilech kruhového prifezu; jeden je uzavieny a druhy otevieny (obr. 1.6). Oba
maji stejnou tloustku stény, ktera je konstantni. Praimér a tloustka stény v obou
pfipadech jsou: D = 2r =100 mm, t = 1 mm.

Obr. 1.6. Zkrucované kruhové
profily: a) uzavieny, b) otevieny.

-

a)

Reseni. Ze vzorce (1.2) vyplyva, e stali porovnat jejich moduly prifezu
v krouceni. Index ,,0° bude znacit uzavieny profil a index ,,c*“ otevieny profil.

Uzavfeny profil

Wio=2St=2(aD¥4)t=nD%/2, (1.10)
otevfeny profil

Wie=at?/3=7zDt¥3. (1.12)

Pomér obou moduld prufezu je

Weo _ zD?t/2 _ 3D

— S (1.12)
W, #Dt?/3 2t

Po dosazeni d = 100 mm, t = 1,0 mm dostaneme W, / Wkc = 150. To je velky
rozdil, a souvisi s rozloZzenim smykovych napéti v prufezu, jak bylo zminéno dfive.

Pro porovnani deformaci sta¢i vypocitat pomér momentd tuhosti obou profild:
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(1.13)

Jee 7Dt3/3 4

Jeo zD%/4 3(Dj2_
t

Po dosazeni d = 100 mm, t = 1,0 mm dostaneme Jko / Jke = 7500. Rozdil je
obrovsky. Z toho je zfejmé, ze pro efektivni pienos krouceni jsou uzaviené profily
mnohem vyhodng;si.

Na obrazku 1.7 jsou vztahy pro vypocet momentu tuhosti v krouceni J« a modulu
praiezu Wy tii typl tenkosténnych profild.

--——S{
AT TSI
)
-
SAIISS
;s 1.3 4F?
k_3tS Jk:—zti Si \]k=7
1 34 {ds/t
2 *
Wy = §t S Wy = Jk/tmax Wy = 2F to,

Obr. 1.7. Moment tuhosti v krutu J« a modul priirezu Wi tenkosténnych profilii [5].

Uvedené vzorce plati pro tzv. volné krouceni, kdy u otevienych profild pfi
zkrucovani nic nebrani ztraté rovinnosti prifezu, tzv. deplanaci (obr. 1.8).

C %C Obr. 1.8. Deplanace priirezu pri
M, My volném krouceni otevieného profilu.

Stisnéné Kkrouceni naproti tomu nastava, jestlize pfi zkrucovani tenkosténného
profilu néco deplanaci brani, naptiklad ¢ela pevné spojena s tuhou ¢asti konstrukce,
nebo rizné piepazky (obr. 1.9). Pfi stisnéném krouceni se krom¢ smykovych napéti
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objevi jesté napéti normalova. Teorie stisnéného krouceni si v§imneme v kapitole
druhé. Bézné programy metody konecnych prvkil mohou fesit také toto krouceni.

Obr. 1.9. a) Stisnéné krouceni, b) Zvysovani tuhosti v krutu otevienych profili.

Vzorce, jez byly uvedeny v této kapitole, jsou velmi jednoduché a hodi se spise pro
orienta¢ni vypocty. Upevnéni tenkosténného otevieného profilu do tuhé konstrukce
nebo jeho spojeni s jinymi soucastmi muze vyrazné¢ omezit podminky volného
krouceni, jak uvidime v kapitole 2. Pro pfesngjsi feSeni je vhodné&jsi metoda
kone¢nych prvki a osvédceny software.

1.2 Ohyb

Utinkem ohybového momentu M vznikaji v sou¢asti ohybové napéti. V podstaté se
jedna o napéti normalova, ktera v jedné Casti prifezu vyvolavaji tah, a ve druhé
casti naopak tlak (obr. 1.10). Kromé¢ nich Casto ptisobi v ohybaném prvku i napéti

smykova, kterd se snazi posouvat vrstvy materidlu po sob€. Smykovych napéti si
vS§imneme v této kapitole pozdé€ji. Pro poruseni dlouhych nosnikiti nebo htideld,

v

Vv prifezu. Na ose, prochazejici tézistém prifezu, jsou rovna nule (proto se této ose
fika neutralni) a nartstaji pfimo umérné se vzdalenosti z od této osy [1, 2]:

o(2) = % 7 (1.14)

WV v

moment setrvaénosti v ohybu (rozmér m*, cm* nebo mm?*). Napiiklad k ose y je
definovéan vyrazem
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J, = szdS . (1.15)
)

Integrace se provadi pies celou plochu prufezu. Kvadraticky moment J, k ose z
bychom dostali zaménou Yy za z.

o

Obr. 1.10. Ohyb: geometrie, priiiez, rozloZeni napéti a deformace pricného rezu.
r — polomeér krivosti neutralni osy [1].

Ohybova napéti nabyvaji maximalni hodnoty v mistech nejvice vzdalenych od
neutralni osy:

M M

Omax = T Zmax = W ; (1.16)
W je tzv. modul priFezu v ohybu (m3, cm® mmd). U prifezi nesymetrickych vici
neutralni ose maji maximalni napéti v obou nejvzdalengjsich vlaknech rizné
hodnoty; mohli bychom tedy rozliSovat i dva moduly prifezu. U kiehkych
materialti je nutno kontrolovat ob& napéti, protoze pevnost kiehkého materialu
v tahu byva nékolikrat nizsi nez pevnost v tlaku, a Kk poruseni by mohlo dojit
obéma zptsoby. Tomu se také nékdy piizplisobuje tvar prifezu, aby byly
optimalné vyuzity pevnostni vlastnosti materialu.

Na obrazku 1.11 jsou momenty setrvacnosti a moduly prufezu v ohybu zakladnich
tvarl.
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Prifezova Poloha Moment Pritezovy
Tvar prifezu | plocha tezises setrvaénosti modul
F z,, 24 7, Wy g = o
Zpd
"“ct VAY h bh3 bhz
e bh - bkl on”
4 2 12 6
N
K 7 = 2Fbik ——
s P T B N LR R0 Tl
b} p) 1 e
3 “ K] ; b+4-2b, h b+b, 36 W J
. d = - —_—
i b+b, 3 27, :
K Y wr? r fﬁ ﬁ
w 4 4
2l
Y rid ™
o | b r S0t | Tt
L 2;-1
] L - . F
Zy= —
h:] <Y d 1 3 2 1 _
A ? = 2 Za_r a . Zd Wz 7
. Zg

Obr. 1.11. Prirezové charakteristiky v ohybu zakladnich tvari profilii [9].

Dulezitou prifezovou charakteristikou je také tzv. deviaéni moment, definovany
vyrazem

Jy, = [yzdsS . (1.17)
(S)

Ma-li vySetfovany profil osu symetrie, pak deviacni moment k této ose a k ose
kolmé je roven nule. Profil zatizeny pfi¢nou silou ve sméru osy symetrie se
prohyba vtomto sméru. U nesymetrickych profild mize byt deviatni moment
rizny od nuly. V takovém pfipadé se nosnik pii zatizeni prohyba nejen ve sméru
zatizeni, ale vybocuje i do strany.
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Momenty setrvacnosti a deviatni moment zavisi na tvaru prufezu, ale téZ na
orientaci os, ke kterym se pocitaji. Kdybychom vypocitali jejich hodnoty pro uréity
priiez pro vSechna natoCeni os v rovin¢ prufezu a vynaseli je vroviné J, Jyy,
dostaneme tzv. Culmannovu kruznici (obr. 1.12). Vidime, Ze existuji dva navzajem
kolmé smeéry, ke kterym jsou momenty setrvacnosti extrémni (maximalni J; a
minimalni J), a deviatni momenty jsou rovny nule. To jsou hlavni sméry a
odpovidajici hlavni osy prifezu. (Pfislu§né vzorce jsou uvedeny dale.) Vhodnou
orientaci profilu vi¢i sméru zatizeni mizeme piedejit nevhodnym deformacim.
Natocime-li jej tak, aby se smér pficného zatizeni shodoval s hlavni osou prufezu,
bude se nosnik prohybat pfesné ve sméru zatizeni.

Poznamka. Osa symetrie je vzdy hlavni osou.

Xy
\A
T iJf 1*’

:Z“'.j)’ Obr. 1.12. Culmannova kruznice.

8 _ J1, J2 — hlavni momenty setrvacnosti.
J /
Y

N

\__

Priifezové charakteristiky — slozZité€jsi pripady

Prufezové charakteristiky, jako moment setrva¢nosti nebo deviaéni moment,
muizeme pocitat podle obecnych vztahd (1.15) a (1.17). Konkrétni hodnoty pro
primysloveé vyrdbéné tvary profilt (naptiklad U, I nebo L) a rozméry prifezl lze
najit v normach nebo ve strojnickych a stavebnich tabulkach, napt. [24, 26], ale i
v nekterych pocitacovych programech pro pevnostni feSeni konstrukei. Pro nékteré
dilezité tvary, které se uplatiuji u tenkosténnych konstrukei, jsou vypocetni vzorce
shrnuty na obr. 1.13.

Pouziti téchto vztahu budeme ilustrovat dale.
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b 858,58, b 8
T

J I = o (BHP + b) ;
. ] 1) 2 ; _V"W
“ x e = Y Yoo L iy !
H . /) Wu=%(BH’+bh'); 12 (BH + bh)
|
8_ _B
B pmE b Btk
! .
‘ 1 , 1" aH? + bds
2 ‘ ’ 4 I, = i(BGT———bh’—FGG%); Bl:EW,
e2 . 1 ] ’
H x 1 Q. L] W_ﬁ_.emﬂ_e.
Eﬂ /,x{;/ / * — 82 ’ 2 172

R—r
R+4r

I, = 0,1008 (Rt — r4) — 0,283 Ry* ~ 0,3 3r3

5
pro —— < 1;
s

v mife obloukové (x = 7a°/180); F = 2xRé ; pro malé é:
2 8int a ] .
o tl

I, = R% (nr. + sin & cos & —

I, = R%(a — sin a« cos a);

sin o

sin a
p H

61=R( —cosa]; e,:R[l:

Obr. 1.13. Momenty setrvacnosti a moduly priiFezu v ohybu
tenkosténnych profilii [3].

Priklad. Pro zvyseni tuhosti tenkych past vii¢i zatiZzeni v pti¢ném sméru se jeho
boéni okraje n€ékdy ohybaji, takze profil ma tvar Sirokého U (obr. 1.14 vlevo). Zde
ukazeme, jak narista moment setrvacnosti a modul prifezu pro ohyb v pfi¢ném
sméru v zavislosti na vy$ce ohnutych bokii.
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o L _ H-t
|
o I g iy t
T t [
N 1 7 B obr. 1.14.Dlouhy Siroky pas
@l o vyztuzeny ohnutim bokii.
__________ al

Redeni. Vypodet vychazel ze vztahii pro Jx a Wy odpovidajicich druhému piipadu
shora vlevo na obr. 1.13. Vysledky pro rizné vysky boki H byly porovnany
s hodnotami Jx @ Wy pro vychozi pas bez ohnutych boki, a jsou znazornény
V bezrozmérovém tvaru na obr. 1.15: obé& veli¢iny rychle rostou s rostouci vyskou
bokid. Ohnuti boki velmi u¢inng prispiva ke zvySeni tuhosti plochého polotovaru.

30 10
2549130 84 W/W,
20 - 5]
15 - ]
10 - 4]
5 2]
(H-/t ~ (H-t)/t
0 T T T T O T T T T

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Obr. 1.15. Moment setrvacnosti a modul prirezu U-profilu ve sméru kolmém ke
stojiné pro rizné vysky bokii.

Konstrukéni dil byva Casto vytvofen spojenim dvou nebo vice jednodussich ¢asti.
Prikladem je deska vyztuzena zebry. Nekdy byva cely dil orientovan nebo zatizen
Vjinych smérech, nez jsou osy symetrie jeho céasti. Vysledné prurezoveé
charakteristiky lze opét pocitat podle obecnych definic. Jestlize ale zname
momenty jednotlivych prvkli, mizeme je ziskat snaze pomoci vzorcli pro
transformaci soufadnic. Zde si vSimneme dvou ptipadu.

Kvadratické momenty k posunutym osam

Wt

Centralni osy jsou takové, které prochazeji tézistém prifezu. Moment setrvacnosti
k ose X" rovnobézné s centralni osou X (obr. 1.16) se vypo¢ita jako [1, 2]:
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Jx’ = Jx + aZS y (118)

Vv

kde Jx je kvadraticky moment k ose, prochazejici t€zistém, a je vzdalenost obou os,
a S je plocha prifezu. V pripad¢ kolmé osy Y je vypocet podobny, s tim, Ze se index
X ve vztahu (1.18) nahradi indexem Y, a misto a se uZije vzdalenostb osy ay’.

yh yh

S~
)
% X Obr. 1.16. Kvadratické momenty prirezu
b

/ K posunutym osam. T — téziste, S — plocha

priirezu.

Devia¢ni moment K posunutym osam je definovan vztahem

\ny’ = \ny + ab S y (119)

kde Jx je deviaéni moment k osim prochéazejicim tézistém prifezu, a a, b jsou
vzdalenosti novych os X", y” od centralnich os X, V.

Vztahy (1.18) a (1.19) se nazyvaji prvni a druhd Steinerova véta. Zatimco moment

setrvacnosti je vZzdy kladny, mize deviacni moment byt kladny nebo zaporny podle
toho, jak je prufez orientovan vuc¢i soufadnym osam. Ma-li prifez osu symetrie, je
deviacni moment k ni a k ose kolmé roven nule.

Wvew

Wy

praiezu. Ta se vypocitd zrovnice rovnovahy statickych momentii k libovolné
zvolené ose na obr. 1.16, naptiklad x:

yrS = [ydS = X y;S; (1.20)
(S) n

N2

J-té Casti od této osy, a S, resp. Sj je plocha celého prifezu, resp. j-té ¢asti; pocet
¢asti je n. Vydélenim rovnice (1.20) celkovou plochou S dostaneme vzdalenost

e 2%
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1 1
Wzgjmszgzm%. (1.21)
(S) n

Kvadratické momenty k pooto¢enym osam

Momenty setrvacnosti a deviaéni moment urcitého prifezu zavisi na orientaci
soufadnych os, ke kterym se pocitaji. Hodnoty téchto momentt pro urcity prifez,
vypocitané k rtizn€ natoCenym osam, lezi na kruznici, které se fikd Culmannova
(obr. 1.12). Lze dokazat, ze kazdym bodem prufezu prochdzeji dvé navzajem
kolmé osy, ke kterym jsou momenty setrvacnosti extrémni, a deviacni moment je
roven nule. Tyto osy jsou hlavni osy priiezu, a momenty Jmax, Jmin jSOU tzv. hlavni
momenty setrvacnosti, které se vypocitaji ze znamych momentl Jx, Jy @ Jyy V
zakladnim soufadném systému X, y podle vztaht [1, 6]:

2
J.+J J.—-J
%ngifl+ (XzyJ+%f’ (1.22a)
J.+d J.—J3. Y
- 2
anglzgl_ 41541 v, (1.22b)

Uhel mezi osou X a hlavni osou, ke které je moment setrva¢nosti maximélni, je dan
vztahem

2]
aA(Jpax) = 1arctg—yZ . (1.23)
2777, -,

Pri¢né zatiZeni a smykova napéti
U dlouhych nosnikli zatizenych pfi¢nymi silami jsou pro dimenzovani obvykle

rozhodujici ohybova napéti. U kratkych nosnikii, a zejména u tenkosténnych
soucasti, se mohou vyrazné¢ uplatnit také napéti smykova.

Pri¢né zatiZzeni vyvolava v nosniku smykové napéti. Ma-li jeho prifez tvar uzkého
obdélniku o $ifce b a vySce h (obr. 1.17), je smykové napéti rozd€leno napii¢
prafezem podle paraboly:
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2
Ty (2) = 3T 1—[2hzj : (1.24)

1.
He - Obr. 1.17. Ohyb pricnou silou T.
Rozlozeni smykovych napéti v priirezu.

T
1
I
- e e e
|
]
-
i

V mistech nejvice vzdalenych od neutralni osy (z = +h/2) je 7 rovno nule, a na této
ose (z = 0) je maximalni, o velikosti
3T 3

Txy(Z) = EE = E Tty > (1.25)

kde =y je stiedni hodnota smykového napéti v prafezu; plati zx = T/S = T/(bh).

Vsimnéme si nyni vlivu tvaru prifezu. Odpor vii¢i ohybu je tim vyssi (a maximalni
ohybové napéti tim niz$i), ¢im vice materialu se nachazi ve vétsi vzdalenosti od
neutralni osy a méné€ na této ose a v jeji blizkosti. Proto se pouzivaji duté profily
(trubky) nebo valcované nosniky s prufezem I nebo U, stenéi stojinou a
masivnéj$imi piirubami, a také tenkosténné profily, vytvorené naptiklad ohybanim.

vvvvvv

volném povrchu ma smykové napéti smér teCny k obrysu.

Smykova napéti v tenkosténnych profilech

Pti zatizeni pricnymi silami se v nosniku objevi také smykova napéti, a ta mohou
mit na prvni pohled necekané disledky. Na obr. 1.18 je nakreslen tenkosténny
U—profil pootoceny o 90° a zatizeny pticnou silou ve sméru stojiny. Jsou tam
naznacena i odpovidajici smykova napéti. Tato napéti dohromady davaji v prifezu
sily a momenty. Vyslednice svislych sil, V = [#(z)xtxdz, je stejné velka, jako vn&jsi
pricnad sila T, ale ma opaény smér. Napéti v dolni a horni pasnici vyvolaji
vodorovné sily, H = [z(y)xtxdy. Ob& jsou stejné velké a navzajem se rusi.
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(Nemohou mit vyslednici, protoze v tomto sméru na nosnik neptisobi zadna vné;jsi
sila.) Ale protoze maji opacné sméry a jsou od sebe vzdaleny, tvoii silovou dvojici,
ktera se bude snazit nosnik zkrucovat. Nema-li k tomu dojit, musi vnéjsi svisla sila
T putsobit vurcité vzdalenosti od stojiny; musi prochazet takzvanym stfedem
smyku (bod C na obr. 1.18; plati Txa = Hxh).

74

-b----a---lu

!
T ! Obr.1.18. Rozlozeni smykovych napéti v profilu ,,U*
c ” zatizeném silou T. Nemd-li dojit k jeho zkrucovdni,
{ musi pricna sila prochazet stredem smyku ,,C**
a }

N 2

WV v

Nosniky o profilech a, ¢, e se budou pfi zatizeni zkrucovat a navic budou
vybocovat do strany, protoze jejich deviaéni momenty jsou rizné od nuly.

€
0

-— -y Sy
1§

¥
v
|

Obr. 1.19. Pribéhy smykovych napéti a stiedy smyku (C)
v tenkosteénnych profilech zatizenych pricnou silou T [7].

Pusobi-li v souasti zaroven napéti normalova a smykova, je ktomu nutno
prihlizet. U dlouhych Stihlych nosnikli staci zpravidla kontrolovat maximalni
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ohybové napéti. U kratSich nosnikl zatizenych pficnou silou nebo krouticim
momentem mohou normdlovd i smykova napéti v nékterych mistech mit
srovnatelnou velikost. V takovych piipadech je nutno podle vhodné hypotézy
zkontrolovat maximalni ekvivalentni napéti, napfiklad normalové v soucasti
z kirehkého materialu, nebo von Misesovo (hypotéza HMH) u soucasti tvarné.

Deformace pi‘i ohybu

Pti zatizeni se nosniky a hfidele ohybaji. Nejvetsi vliv ma ohybovy moment. Jeho
ucinkem se ptvodné ptima osa tenkého prutu zakiivi (obr. 1.20). V konkrétnim
misté X ma osa kivost 1/r umérnou ohybovému momentu M(X):

1 _M®. (1.26)
r(x) EJ

I je polomér kiivosti osy v daném mist¢, a E je modul pruznosti materialu. Soucin
EJ vyjadiuje tuhost priifezu soucasti v ohybu. Vyuzijeme-li dale pfiblizny vztah
mezi kiivosti a prihybem w (obr. 1.20), 1/r(x) = —d?w/dx?, ziskame diferencialni
rovnici prithybové ¢ary pro malé deformace:

2
dw _ »__ M (1.27)
dx? EJ
0
..d(P
Q <
£ a c_ .
U R38) =
ds A
o ? Obr. 1.20. Prithybova cara [1].
©
X ax
B

Pii zndmém priabéhu ohybového momentu podél prutu, M(X), dostaneme dvoji
integraci rovnice (1.27) priibéh prihybu,
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W(X) = j{— f%‘lx)dx} dx +C;x+C, . (1.28)

Integra¢ni konstanty Cq, C, vyplynou z okrajovych podminek, jez vyjadiuji znamé
deformace (prahyb, sklon) v urcitych mistech.

Zpravidla nas zajima maximalni prihyb nebo sklon prihybové cary. Na obr. 1.21
jsou uvedeny vzorce pro nejdulezitéjsi ptipady. Dalsi vztahy Ize najit v [3, 4, 6, 10]
nebo v prirucce [11], kterd je volné pfistupna na webu.

0 — maximalni priahyb (m)

FL3 ML?
= ———,resp. ———
C,EJ C,EJ
¢ — uhel sklonu konce (rad)
LZ
= , resp.
= e P e

Plati: o(°) = g(rad)x 180/

F —sila (N)

M — moment (Nm)

L — délka, rozpéti (m)

E — Youngiiv modul (N/m?)

J — moment setrva¢nosti (m?)

Obr. 1.21. Typické pripady ulozeni a zatizeni nosnikii (podle [11]).
Uvedené vzorce plati pro relativné malé prithyby.
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VétSina vypocti napéti a deformaci pfi konstrukénich navrzich se provadi metodou
koneénych prvki [12, 13] s pouzitim vhodného software, jako je naptiklad Ansys,
Abaqus, Cosmos, Marc nebo ProEngineer. V této knizce ale budeme pro ziskani
jednoduché nazorné predstavy i nadale vychézet z analytickych teSeni.
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2. Stisnéné krouceni

V kapitole 1 jsme fekli, Ze pii krouceni tenkosténnych otevienych profilti dochazi
k jejich deplanaci, neboli ztraté rovinnosti prifezu (obr. 2.1 vlevo). Je-li profil
néjakym zptisobem vyztuzen, napiiklad ma-li ¢ela pevné spojena s tuhou Easti
konstrukce nebo v ném jsou rizné piepazky, nebude k deplanaci dochazet bud’
viibec, nebo jen v omezené mitfe. Jeho krouceni je stisnéné a profil se jevi jako
tuzsi. Krome smykovych napéti se objevi jesté napéti ohybova.

Situaci vysvétlime na prikladu tyCe o prufezu ,,I, zatizené krouticim momentem
My, napt. tak, Ze na priruby ptsobi kolmé sily T stejné velikosti, ale opacného
sméru (obr. 2.1 vpravo). Je-li ty¢ volna, zdeformuje se podle obr. 2.1 vlevo.
Piiruby se vici sobé pootocily, doslo k deplanaci prutezu. Jestlize je ale jeden
konec ty¢e pevné spojen s tuhym télesem, nemiize zde deplanace nastat, odpor tyce
vici krouceni je vétsi a deformace jsou mensi. Pricné sily vyvolavaji kromé
krouceni také ohyb pfirub (obr. 2.1¢). Hovofime proto také o krouceni vazaném.
Dale uvedeme jednoduchou analyzu této situace podle [1, 2].

w ’a
T %ﬁf;\\

- 3
C%C o E p;"

7

\

c)

Obr. 2.1. Zkrucovani I-profilu: obrdzek vievo: volné krouceni
vyvolavajici deplanaci, obrazek vpravo (a, b, c): stisnéné krouceni [3].

V piirubach pusobi posouvajici sily T, které vytvareji dvojici o momentu M, =
Txh, kde h je vzdalenost pfirub (obr. 2.1b). Kroutici moment My bude v rovnovaze
s momentem dvojice posouvajicich sil a momentem zpusobenym zkrucovanim
tyCe. Mlizeme napsat

Mc=Th+G 9J , (2.1)

kde 9 je zkrut (= de/dx) a Jk je moment tuhosti celého pruiezu v Krutu.
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Pro prihyb w ptiruby ve sméru osy Y plati diferencialni rovnice (1.27) v kapitole 1:
W’ '=— Mo/EJ;, kde Mo je ohybovy moment v piirubé od piiéné sily, a J, je moment
setrva¢nosti pritfezu piiruby k ose z, pro ktery plati J; = th3/12; t je tloustka ptiruby
a b jeji sitka (ohybani probiha ve sméru b). Derivovanim rovnice pruhybové cary
(1.27) podle x dostaneme rovnici

dM,
dx

= T = — EJZW”’. (22)

VyuZijeme-li toho, Ze thel pootoceni prufezu ¢ = ¢ (x), zkrut 3 = de/dx, a prihyb
ptiruby je W = ¢ h/2, miizeme rovnici (2.1) zapsat ve tvaru

EJ,h?

M, = - o"+ Gl - (2.3)

Toto je diferencialni rovnice druhého fadu pro zkrut 9,

2
Mk = EJ h 19” GJktgv (24)
2
ktera ma obecné feSeni
_ X —px . My
GJk

kde

2Gd, _ 1| 1 (2.6)
EJ, h\1l+uJ,

Je-li ty¢ dlouha (prakticky staci, je-li ty¢ delsi nez 3/f) musi pro X — oo zlstat zkrut
konecny, takze bude C; = 0. Druhd konstanta vyplyne z podminky, Zze pro X = 0
(vetknuti) je w” = 0, a tedy také 4 = 0. Po Gpravé proto rovnice (2.5) ptejde na tvar

_ 1— g PX 2.7
9 = GJk( e *). (2.7)

Integraci tohoto vyrazu podle x a uzitim okrajové podminky ¢ (0) = O dostaneme
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M 1, -
o= —X|x+=(eP*-1) ]| (2.8)
GJ, p
Pro velké vzdalenosti od vetknutého konce bude thel pootoceni (v radianech)
M 1
GJ, p

Zkrouceni dlouhé ty¢e bude tedy podobné, jako kdyby platila teorie volného krutu,
ale ty¢ byla kratsi o délku 1/4 (obr. 2.2).

70
60 1 @°
50 A
40
30 A
20 Stisnéné
10 -
0

Krouceni: Volné

0 5 L(m) 10
Obr. 2.2. Uhel pootoceni ¢ volného konce I-profilu pri
volném a stisnéném krouceni v zavislosti na jeho délce L.

Ohybovy moment v pfirubé dostaneme z rovnice prithybové ¢ary (1.28):

M, :—Ejzw":—E‘]Zhg’:—E‘]Zh M pePx. (2.10)
2 2 GJy
Nejvyssi hodnoty dosahuje ve vetknuti (x = 0):
Momee= EJMic gy 1y, (2.11)
2GJ, fh

Konkrétni predstavu ziskame z nasledujiciho piikladu.

Priklad.

Tenkosténny I-profil z ocelového plechu podle obr. 2.1 ma nasledujici rozméry:
vyska stojiny h = 100 mm, sitka pasnic b = 100 mm, vSechny tloustky jsou t = 2
mm. Je zatiZzen krouticim momentem My = 10 Nm. Vypocitejte, jaké v ném bude
pusobit maximalni napéti a jaké budou deformace pii: A) volném, a B) stisnéném
krouceni pii predpokladané délce profilu I: @) 500 mm, b) 1000 mm, c) 5000 mm.
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Reseni. Podle vzorct (1.9a, b) je moment tuhosti v krouceni J« = at¥3
(100+100+100)x2%3 = 800 mm* a modul prifezu v krouceni Wy = at¥/3 =
(100+100+100) x22/3 = 400 mm®. (a je soucet délek viech &asti otevieného profilu,
tj. Sifek obou pésnic a vysky stojiny.) Moment setrvacnosti v ohybu ptiruby J, =
th®12 = 2x100%/12 = 166667 mm*, modul prifezu v ohybu W, = th?/6 = 2x100%6
= 3333,3 mm®. Modul pruznosti je E = 210000 MPa, Poissonovo &islo u = 0,3;
modul pruznosti ve smyku G = E/[2(1+)] = 80769 MPa.

A) Volné krouceni

Maximalni smykové napéti zmax = Mi/Wi = 10000/400 = 25,0 MPa.

Uhel vzajemného pootoéeni koncti tyée v zavislosti na jeji délce L:

@ (500 mm) = (Mk L)/(G Jk) = (10000 x500)/(80769 x800) = 0,07738 rad = 4,43°.

V dalsich ptipadech se tihly li§i pouze v poméru délek L:

@ (1000 mm) = 0,15476 rad = 8,87°, ¢ (5000 mm) = 0,7738 rad = 44,335°.

B) Stisnéné krouceni (jeden konec tyc¢e je vetknuty v tuhé konstrukei, volny konec
je zatizen momentem My = 10 000 Nmm)

Odpovidajici ekvivalentni kroutici sily jsou: F = Mg/ h = 10000/100 = 100 N.
Konstanta

1
F=n

1 o Je_ 1 J 1 800 _ 0,0006076 mm™.

1+ J, 100\ 1+0,3 166667
1/ =1/0,00060764 = 1645,7 mm.
Poznamka. Délka pasma ovlivnéného vetknutim je ptiblizné 3/ = 4937 mm.

Maximalni ohybovy moment v ptirubé: Mz max = Mi/(fh) =
10000/(0,00060764 x100) = 164571 Nmm, maximalni ohybové napéti omax =
Mz max/ W, = 164571/3333,3 = 49,37 MPa.

Uhel pooto&eni volného konce tyée v zavislosti na jeji délce L:

¢u:amnmn=f@Lx+JxeﬁX-n =
Gl &8
10000

- 80769800[500+1645’7((3—0,006076 %500 _1)] _ 0,01065 rad —06102°.
X
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Pootoceni v dalSich dvou vzdalenostech, vypoétena podobné, jsou: (1000 mm) =
0,038784 rad = 2,2221°, (5000 mm) = 0, 53132 rad = 30,4426°.

Na obr. 2.2 na stran¢ 32 je znazornén tihel pootoceni volného konce v zavislosti na
délce profilu pro stisnéné i volné krouceni v tomto piikladu. Vidime, ze pro délky
L > 4000 mm (tj. srovnatelné s hodnotou 3/f) je rychlost nartistu uhlu pootoceni
s délkou prutu v obou piipadech prakticky stejna.

Poznamka. Ve vzorcich (2.5) — (2.11) je vSude bezrozmérovy argument £ x

Z tohoto prikladu, resp. zporovnani uhlu pootoceni pii volném a stisnéném
krouceni, je ziejmé, ze pokud bychom chtéli vyraznéji zvysit tuhost otevieného
profilu pomoci pfivatenych prepazek nebo jinych antideplanatord (obr. 2.3), musi
byt jejich vzajemné vzdalenosti o mnohem mensi nez 1/4.

Obr. 2.3. Priklady antideplandtorii pro zvySeni tuhosti v krouceni [4].
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3. Desky, membrany a skorepiny

V kapitolach 1 a 2 jsme si ptipomnéli, jaké napéti a deformace vznikaji v prutech a
nosnicich. Zde ukazeme charakteristické rysy mnapjatosti zakladnich typt
tenkosténnych téles.

3.1 Tenké desky

Tenké desky jsou rovinna télesa, jejichZ tloustka je mnohem mensi nez druhé dva
rozméry. Byvaji zatizené silami ptsobicimi kolmo k jejich roving, a prenaseji
zejména ohybové momenty, ale také kroutici momenty a pricné sily, vyvolavajici
smykova napéti. Neékdy plsobi normalové nebo smykové sily i v roviné desky.
(Pokud v roving desky piisobi vSechny sily, pouziva se oznaceni sténa.)

vvvvvv

4]. Zde jenom ukazeme, ¢im se od sebe li§i napjatost tenkych desek a Stihlych
nosnikd. Obdélnikova deska je schematicky zndzornéna na obr. 3.1. U prutu
prevlada délka, a rozméry v piicném smeru jsou malé; u tenké desky prevladaji
rozméry ve dvou smérech v roviné desky, a tloustka 7 je mala. Zatimco u nosniku
zavisi ohybovy moment v urCitém priifezu pouze na soufadnici ve sméru jeho
podélné osy x, u desky se mize ménit ve dvou smérech, x, y. Proto se zde uziva
moment piipadajici na jednotku Sitky stfedni plochy, ktery ma rozmér Nm/m (=
N), a zde jej budeme znacit M, nebo M,’". Mohou zde byt i kroutici momenty M, ",
viz dale. V nosniku plsobi normalové ohybové napéti ox ve sméru x, v desce
plsobi normalova napéti ve dvou smérech (o, oy) a poptipadé i smykova napéti
Txy. Podobné existuje i zakfiveni desky ve dvou smérech a ma poloméry r, ry.

Obr. 3.1. Tenka deska zatizend ohybovymi a krouticimi momenty.

Prostiednictvim pii¢né kontrakce (u) jsou spolu také vazany deformace i napéti
v obou smérech. Hookeliv zékon pro rovinnou napjatost je
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T

1 1
& = E(O'x—,ucry), &, = E(O'y—ﬂo'x)’ Vy = (x;y ’ (3.1)

popt.
E E = 3.2
O-x:ﬁ(gx_}_/ugy)’ Uy=w(5y+ﬂgx)’ Ty =Gy - (3.2)
G je modul pruznosti ve smyku, ktery je vazany s Youngovym modulem vztahem
G=E/12(1+w)].

Mezi ohybovym momentem a kiivosti neutralni osy nosniku plati rovnice (1.26). U
desek mizeme odvodit podobné vztahy. Vyjadiime-li napéti a elementarni sily ve
vzdalenosti z od neutralni plochy pomoci pomérnych pretvoreni (3.2) a kiivosti
sttedni plochy ve smérech x a y, dostaneme po tipravé a integrovani pies tloustku
desky ¢ vztahy pro jednotkové ohybové momenty,

oo E (v ) E Pl 1] (33
* 1— 2120 r 'ur > 1= 2 121 r 'ur
H x ¥ H ¥ x

Porovnejme je se vztahem (1.26) pro nosnik obdélnikového prifezu: J = bh3/12,
kde % je vySka a b $iika, takze tuhost v ohybu je EJ = Ebh*/12; nyni uzijeme ¢ misto
h. Ve vztazich (3.3) pro tenkou desku vystupuje tzv. ohybova tuhost prifezu

3
1E21f2=D. (3.4)
—H

Tato tuhost se zde vztahuje — podobné jako ohybové momenty — k jednotkové
Sitce stiedni plochy (b = 1). Proto se u ni na rozdil od nosniku nevyskytuje b. Jeste
dva dalsi rozdily existuji. Za prvé, ve jmenovateli vztaht (3.3) a (3.4) je navic Clen
(1 — 47). To znamena, 7e deska klade o néco vétsi odpor ohybani, nez by kladl
nosnik stejné $itky. Zatimco pii ohybu pomérné uzkého nosniku se jeho sitka b
v ruznych vzdalenostech od neutralni osy muze volné ménit imérné souciniteli
pri¢né kontrakce 4, a osa prufezu v pfi¢ném smeru se také mirn€ prohne (obr. 1.10
vpravo), u Siroké desky se v mistech vzdalenych od bocnich okraji nemutize Sitka
zmenit, ani osa prohnout v pticném sméru. Deska se deformuje pfiblizn€¢ do tvaru
casti valcové plochy. To ma za nasledek, Zze v pficném sméru y také vzniknou
napéti, a to o velikosti pox. To vyzaduje silu navic. Ur€itou vyjimkou jsou okraje.
Ma-li ohybana deska volné¢ bo¢ni okraje, nebude na nich piisobit zddné napéti,
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takze ve velmi uzké oblasti podél nich se deska také trochu prohyba (obr. 3.2
vpravo). Mizeme to vidét, jestlize ohybame list papiru a divdme se ve sméru
ohybani pozorné na jeho okraje.

T TR,

Obr. 3.2. Ohyb Siroke desky. Pricny rez vpravo
ukazuje ohnuti u volnych okrajii [1].

Druhy rozdil desky vici nosnikim je, ze pficné zatizeni v ni mize vyvolat i
kroutici momenty (M,y,") a smykova napéti (), a plati
2
E ¢ ow
M, =———8; 4 = J (3.5)
1+ w12 Oxoy

Jje zkrut, w je pruhyb.
Maximalni napéti na povrchu se z jednotkovych momentti vypocitaji podle vztahti

6M .’ 6M 6M..
— x . — Yy . — Xy
Oy, max =+ 5 >0y max ==+ 5 5 Txy,max ==+ B (3-6)

’ t t t

Pusobi-li v desce pfi¢né sily, vyvolavaji v ni smykova napéti 7, rozlozena napfic
prafezu podle paraboly, podobné jako u nosnikli tizkého obdélnikového prifezu
(viz obr. 1.17 v kapitole 1). Na obou povrchach (z = £#/2) je ¢ rovno nule a
v neutralni roviné (z = 0) je maximalni, o velikosti Zmax = (3/2) %, kde ww = T/S je
pramérna hodnota smykového napéti v prurezu.

Zvlastnim ptipadem jsou kruhové desky s rotacné symetrickym zatizenim. V nich
pusobi jenom pfi¢né sily a ohybové momenty v radialnim a obvodovém sméru; ke
zkrucovani nedochazi. VSechny veli¢iny zavisi pouze na vzdalenosti 7 od osy a

feSeni je jednodussi; viz napf. [1, 5].

37



Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

3.2 Ortotropni desky

Desky, probirané v ptfedchozim odstavci, byly izotropni, se stejnymi vlastnostmi ve
vsech smérech. V mnoha piipadech se pouzivaji desky anizotropni, které maji
vlastnosti v riiznych smérech rizné. Jejich prurezové charakteristiky (J, W) zavisi
na orientaci fezu, pro ktery se pocitaji. Takzvané ortotropni desky maji nejvyssi a
nejnizsi hodnoty téchto charakteristik ve dvou navzajem kolmych smérech. Miize
se jednat o ortotropii materialovou (pfikladem je dievo) nebo konstrukéni:
napiiklad tenka deska vyztuzena soustavou podélnych vyztuh nebo spojena

s vlnitym plechem (obr. 3.3c); tento zplUsob se uziva mj. u stén Zelezni¢nich
vagonti pro osobni dopravu. Patii sem i vlnitd lepenka z papiru pouzivani na
krabice a dalsi obaly. Ortotropni desky maji rozdilnou ohybovou tuhost ve dvou
kolmych smérech. Jsou-li rozméry a rozteCe vyztuznych prvki malé ve srovnani
s rozméry vySetfované desky, nahrazuje se tato deska ve vypoctech homogenni
deskou o ekvivalentnich charakteristikach.

Materialové vlastnosti ortotropni desky v roviné jsou charakterizovany

nasledujicimi veli¢inami:

E,, E, — moduly pruznosti materidlu ve dvou vzijemné kolmych smérech x, y,
odpovidajicich osam desky,

I, My — Poissonova Cisla, vyjadiujici v prvém piipad€ () pomér relativniho
zizeni ve sméru y k pomérnému prodlouzeni ve sméru x pii zatizeni ve
sméru x. Ve druhém ptipade€ (14) jde o pomér relativniho zizeni ve sméru
x k pomérnému prodlouzeni pii zatizeni ve sméru y,

G — modul pruznosti ve smyku.
Vztah mezi Poissonovymi ¢isly a moduly pruznosti je

Uy Ex = pEy, tesp. py = pix Ey/Ex. (3.7)
Hookelv zékon pro dvouosou napjatost je

1 1 T
Ex ZE(Gx_ﬂxGy)’ &y ZF(Gy_ ,UyO'x), e ZE ) (3-8)
X y

Pii ohybu Siroké desky je zabranéno pficné kontrakci, a plati oy = g o
V Hookeové zakonu (3.8) je pak nutno nahradit moduly Ex a Ey korigovanymi
hodnotami
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Eo= B g B (3.9)
l_ﬂxﬂy l_luy/ux

Odpovidajici vyrazy pro ohybové tuhosti jednotkové Sitky desky jsou
Dy = EXJ, Dy =E/J, J = /12 . (3.10)

Zjednoduseni vypoctl se dosahne zavedenim tzv. efektivnich tloustek stény z.r: k

tloustce stény ¢ se pfipocita fiktivni tloustka, stanovenad jako plocha vyztuhy
délena rozteci vyztuh:

S S
leor =1+ bvx e =1+ bvy , (3.11)

X, e
x y

kde Svx, Svy je plocha vyztuhy ve sméru osy x, resp. y, a by, by je rozteC vyztuh v
téchto smeérech.

Poznadmka. Pfi uvazovani ortotropie ve vSech tfech smérech by bylo devét
materialovych konstant, tj. i pro smér kolmy k roviné desky.

Vice se lze o deskach docist napt. v [1 — 6].
3.3 Sendvicové prvky

Desky i skotfepiny (viz dale) jsou obvykle homogenni, se stejnymi vlastnostmi
v celé tloustce. Nekdy se ale vytvareji jako vicevrstvé. Sem patii napiiklad
vlaknové kompozity (laminaty), kde jednotlivé vrstvy jsou tvofeny matrici, ve
které jsou uloZena vlakna, jez zajistuji pozadovanou tuhost a pevnost. Vlastnosti
jednotlivych vrstev jsou ortotropni, ale poskladanim na sebe mnoha vrstev s riznou
orientaci vznikne prakticky izotropni dil. O nich bylo pojednano v kapitole 12
knihy [7]. Jinym pfipadem nehomogenniho uspotfédani jsou takzvané sendvicové
prvky a konstrukce (obr. 3.3). Ty sestavaji také z n€kolika malo vrstev, jejichz

®
Obr. 3.3. Sendvicové prvky. a — jadro z penové hmoty,
b —vostinové jadro, ¢ — jadro je tvoreno vinitym plechem [8].
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vlastnosti se ale vyrazné lisi. Vytvareji se z kovil (plech) nebo plasti, ale i
z papirové lepenky, ktera je poptipad¢ vhodné impregnovand. Nékdy jsou vrstvy i
jadro ze stejného materialu, nekdy jsou rozdilné. Spojuji se svarfovanim,
nytovanim, Sroubovdnim nebo lepenim.

VlInitd lepenka na bazi papiru (obr. 3.4) se uzivd zejména na rizné obaly, mimo
jiné proto, Zze pomérn¢ dobfe zmiriiuje U¢inky narazu na prepravovany piredmet.
Jsou ale mozné i jiné materidly.

Obr. 3.4. Ruzné druhy vinité lepenky [9].

Dale se omezime na sendvice sestavajici ze tfi vrstev. Hlavnim ukolem krajnich
vrstev je prenaset zatizeni, tikolem stfedni vrstvy (jadra) je zajistit jejich potfebnou
vzdalenost, a tedy i tuhost sendvice. Jednotlivé vrstvy ale mohou plnit i dal$i tkoly.

Zakladni typy vyplné jsou naznaceny na obr. 3.3: a) vypln z pénového materialu, b)
vostinovd vyplii, c) vlnitd vypli. Zatimco v pfipadé a) jsou vlastnosti vyplné
izotropni, v ptipadé b) jsou mirn¢, a v ptipadé c) siln¢ anizotropni, takze pfi jejich
uziti je nutno respektovat charakter prenaSeni sil konstrukci. Vyplné se také lisi
tim, do jaké miry jsou schopné pienaset piicné sily a tlak ptisobici na vnéjsi vrstvy.

Na obr. 3.5¢ je znazornéno rozlozeni napéti napfi¢ tfivrstvou deskou zatiZzenou
v jednom sméru tahem, obr. 3.5 odpovida zatizeni ohybem. Jednoducha situace je
pti zatiZzeni tahem; F je sila na jednotku $itky desky, oy je napéti v krajni vrstve, ¢,
je tloustka jedné vrstvy, o je stiedni napéti v jadfe, a A je jmenovita vyska jadra.
Modul pruznosti materidlu vrstev, Ey, je zpravidla zndm. Modul pruznosti jadra, E.,
je nékdy znam (je-li jadro napiiklad z pé€nového polystyrenu), ale nékdy ne,
naptiklad u jadra vostinového. Protoze deformace a pietvoireni vrstev i jadra jsou
stejné, € = & = &, je mozno vypocitat ekvivalentni modul pruznosti jadra podle
vztahu

40



Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

L

P 20 v

he

e

i

s,

a. b.

Obr. 3.5. Rozlozeni napéti v sendvici pri zatizeni: a) tahem, b) ohybem.
v —vrstva, ¢ —jadro [8].

F—2¢E.t,

c,ekv =
h.s

= Estf _ZEV;ZV s (312)

c

kde Eg: = Fi/(hc €) je prumérny modul pruznosti celé trojvrstvé desky.

Pfi namahani ohybem je dtlezity moment setrvacnosti a modul priiezu v ohybu.
Sendvi¢ se dvéma stejnymi krajnimi vrstvami tloustky # z materidlu o modulu
pruznosti £y, a jadrem tloustky (vysky) /. z materidlu o modulu pruznosti £, podle
obr. 3.5b, ma kvadraticky moment prifezu v ohybu, vztazeny na jednotku Sitky

1 3 3 1 2
Jy = lz(hc Lo, )+2tv(hc+2tv) , (3.13)

a modul prifezu
wy = Jy/(t, +h./2). (3.14)

Pfi zatizeni sendviCového prvku tahem nebo ohybem, jsou vnitini sily a napéti
prenaseny hlavné krajnimi vrstvami, a namahdni jadra je malé. Plsobi-li ale na
sendvi¢ pricné zatiZzeni, musi byt jadro schopné ptenaset i smykové sily.

Vyrabéji se 1 sendvice s riznymi tloustkami nebo vlastnostmi obou krajnich vrstev
nebo i sendviCe s vice vrstvami. Naopak v nékterych piipadech se pouZzivaji
soucasti ,,dvouvrstvé”, kdy na masivnim zakladu je nanesena relativné tenky
povlak nebo vrstva, jejimz ukolem je dodat télesu specidlni vlastnosti chemické
(protikorozni ochrana), mechanické, tepelné anebo optické. V tomto piipadé
odkazujeme Ctenafe na podrobnou monografii [10].
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3.4 Membrany a tenkosténné skorepiny

Skofepiny jsou télesa ploSného charakteru, kterd maji jeden rozmér (tloustku)
mnohem mensi nez druhé dva, a stiedni plochu zakfivenou v jednom nebo ve dvou
smeérech. Jako priklady Ize uvést rizné zasobniky, nadrze, tlakové nadoby, potrubi,
ale 1 casti karosérii vozidel nebo trupti letadel.

Skofepiny jsou Casto zatizené tlakem putsobicim na jejich plochu, ale mohou
pusobit i dalsi sily. Zatizeni v urcitém misté stény vyvolava jeji a) prodluzovéani
nebo zkracovani, a b) ohybani. V souladu s tim mutzeme rozliSovat dva druhy
napéti (obr. 3.6):

a) napéti membranova, o, rozdélena rovnomérné napiic tloustkou (obr. 3.6a), a

b) napéti ohybova, o,, ménici se linearn¢ napfti¢ tloustkou a rovna nule na stiedni
plose (obr. 3.6b).

Vysledné napéti o (obr. 3.6¢) je rovno souctu obou slozek.

6 + 6, = 6

[ = =4
A
a) b) c)

Obr. 3.6. Napéti ve skorepine: a — membrdanové, b — ohybove, ¢ — celkové.

Srovname-li ob¢ slozky napéti, vidime, Ze schopnost materialu prenaset sily a
napéti je nejlépe vyuzita membranovymi napétimi, kterd jsou rozloZena
rovnomérné napfi¢ tloustkou stény. Ohybova napéti jsou maximalni na povrchu,
zatimco v blizkosti stfedni plochy jsou nizka, a na ni jsou rovna nule. Pfi
dimenzovani se vychazi z maximalnich hodnot napéti, a z tohoto hlediska neni pti
ohybové napjatosti material dostate¢né vyuzit. Proto se naptiklad velké zasobniky
a nadrze snazime d¢lat tak, aby vjejich co nejveétsi casti byla napjatost
membranova. Podminky pro dosazeni membranové napjatosti jsou nasledujici: 1)
tvar télesa musi byt bez ndhlych zmén, 2) tlouStka stény a poloméry kiivosti
sttedni plochy musi byt konstantni nebo se ménit plynule. 3) Pienos sil, naptiklad v
mistech upevnéni, by se m¢l dit ve smérech teénych ke stiedni ploSe. Na druhou

stranu, jestlize u nadoby z houzevnatého materialu s ¢ist€¢ membranovou napjatosti
dosahnou napéti ve sténé¢ meze kluzu a pevnosti, muze dojit k roztrzeni stény,
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nebot’ tam byla minimalni rezerva tinosnosti. Naopak, ptevlada-li v néjakém misté
napjatost ohybova a jedna-li se o material tvarny, k zadné havarii pfi dosazeni nebo
prekroCeni meze kluzu nemusi dojit. V povrchovych vrstvach s nejvys$sim napétim
zacne materidl plasticky téci a ptizpsobuje se deformovani. Ptislu$ny priiez tak je
schopen pfenést o dost vyS$§i moment, nez pii kterém maximalni napéti
v povrchové vrstvé dosahlo meze kluzu (viz kapitolu 4 v [7]). Podminkou ovSem
je, aby material mél dostate¢nou taznost.

Jestlize tenka sténa nema zadnou ohybovou tuhost, je schopna pienaSet pouze
membranova napéti, a oznaCujeme ji jako membranu. Ma-li uréitou ohybovou
tuhost, oznacujeme ji jako skotfepinu. Obou druhii napjatosti si v§imneme blize.

3.5 Membranova napjatost, Laplaceova rovnice

Obr. 3.7 ukazuje maly element vyfiznuty ztenké membrany dvéma pary
rovnobéznych fezli ve smérech ¢, f. Jsou zde znazornéna membranova napéti, o
kterych ptredpokladame, ze jsou napfi¢ tloustkou rozlozena rovnomérné. Na
element miiZze plisobit i spojité rozlozeny tlak p, oznaceny na obrazku jako radialni
napéti —o;. Po sestaveni rovnice rovnovahy sil do sméru kolmého k tecné rovin€ a
po upraveé dostaneme tzv. Laplaceovu rovnici membrany [11],

B
Ry

p=t]2e ; (3.15)

R

a

t je tloustka stény, ou, opjsou tecna napéti ve dvou navzajem kolmych smérech ¢,
S, a Ra, Rp jsou poloméry kiivosti membrany. Polomér dosazujeme jako kladny, je-
li membrana v pfislusném sméru vypoukla, a jako zaporny u membrany vyduté.

Poznamka. Nékdy se membranova napjatost oznacuje jako bezmomentova.

Obr. 3.7. Geometrie membrany a
napeti. o = —p je radialni napeti.
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Membranova napjatost se vyskytuje napiiklad ve valcovych tlakovych nadobach
v mistech vzdalenych od ¢el. Tohoto ptipadu si vS§imneme blize.

3.6 Tenkosténna valcova tlakova nadoba

Situace je znazornéna na obr. 3.8. Pfetlak uvnitt nadoby zpasobuje v plasti napéti
ve sméru obvodovém a osovém. Napéti o, v osovém sméru v uzaviené nadobe
dostaneme z rovnice rovnovahy sil plisobicich v tomto sméru na ¢ast oddélenou
myslenym fezem (obr. 3.8):

prR* —o,27Rt = 0, (3.16)

kde p je pretlak vnadob€, R a ¢ jsou polomér a tloustka stény. Odsud vyplyne
osové (axialni) napéti

o, _PR (3.17)
2

V obvodovém sméru piisobi napéti obvodové oi. Vyfizneme-li myslenym fezem
z valcové casti vzdalené od el prstenec o Siice b (obr. 3.8), omezime se na jeho

polovinu, pfipojime plsobici sily a napiSeme rovnici rovnovahy sil do sméru
kolmého k ose,

2pRb — 2abt =0,

dostaneme po vykraceni b a po upravé vzorec pro obvodové napéti:

s, =1’tR . (3.18)
6 el
™ f‘f 6‘“ 6' -_-r-'q
P ) a QL

Obr. 3.8. Vilcova tenkostenna nadoba s vnitinim pretlakem.
o, — 0sové napéti, a;— obvodoveé napéti, h — tloustka stény.
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Toto napéti je dvakrat vyssi nez napéti osové. Proto se tlakova nadoba zpravidla
roztrhne tak, jak ukazuje obr. (3.9), tj. s trhlinou probihajici kolmo k nejvétsimu

vvvvvv

vS§imneme si ji pozdéji.

Obr. 3.9. Potrubi dalkového plynovodu roztrzené pri tlakové zkousce.
Vystaveno na fakulté strojni CVUT v Praze.

Vztahy (3.17) a (3.18) se n¢kdy oznacuji jako kotlové vzorce. Je-li valcova nadoba
oteviend, jako napfiklad nadrz na vodu, vyvola tlak pusobici na povrch stény
jenom napéti v obvodovém smeéru; neuvazujeme-li tihu plasté, bude osové napéti
rovno nule.

Pusobi-li pietlak uvnitt nadoby, vyvolava v jeji stén€ napéti tahova. Jestlize ale
pusobi tlak na sténu zvenci, jako naptiklad u ponorky, budou v plésti piisobit napéti
o stejné velikosti, ale opa¢ného znaménka, tedy tlakova.

To ndm pomulze také napiiklad pochopit, pro¢ se nezfiti stary most jenom
poskladany z kameni vhodného tvaru (obr. 3.10). Podobnym ptipadem jsou klenby
ve zdech starych budov z dob, kdy nebyly dostupné materialy o vysoké pevnosti
v tahu nebo ohybu, a hlavnim materidlem na velké stavby byl kamen. Pro¢ u téchto
staveb nevypadnou kameny vlastni tihou, i kdyz nejsou drzeny pohromad¢ zZadnou
maltou? Pii pohledu na obrazek 3.10 vlevo pochopime, Ze kruhovy prstenec
zkamenti uspofadanych podobnym zpisobem a =zatizeny zvenci rotacné
symetricky tlakem, bude drzet pohromad¢, nebot” mezi jednotlivymi kameny
pusobi tlakové sily. Situace je opacna nez ve stén¢ valcové tlakové nadoby (obr.
3.8); tlak zvenci nyni vyvolava v obvodovém sméru tlakové sily. Oblouk mostu
nebo kamenna klenba (obr. 3.10) odpovida ¢asti prstence. Ovsem pokud by tento
oblouk stal osamocen¢ a zatizeni ptisobilo jenom ve svislém sméru, rozlomil by se
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STy
Ty

Obr. 3.10. Vievo: Tiha mostni stavby tlaci k
sobé jednotlivé kameny kienby. Vpravo: Sily
od strechy chramu, pusobici Sikmo, jsou
zEédsti zachycovany bocnimi opérami [12].

a ziitil vlastni tihou. Na jednotlivé kameny vhodného tvaru tedy musi ptisobit sily
sméfujici zcela nebo alespon priblizné v radidlnim sméru dovnitf, a material vné
oblouku musi branit jakémukoliv posunuti jednotlivych kamenii ve sméru
vodorovném. U mostnich konstrukci hraje tuto tlohu ndsep (obr. 3.10 vlevo).
Podobna situace je i u obloukovitych otvorl (napiiklad oken) ve sténach
sttedoveékych budov, kde tuto op€rnou roli pifebird zdivo. Nekdy, jako u
kamennych chramt, kde se sily od tihy stfechy snazi vyvratit zdi do stran (obr.
3.10 vpravo), se ke zvySeni bezpecnosti uzivaly navic opérné sloupy piistavéné vné
kostelni budovy. Neslouzi tedy jen pro ozdobu, ale maji ryze prakticky dtvod.
Nesmime zapomenout, Ze ve sttedovéku nemivala malta vysokou pevnost v tahu, i
kdyz se do ni n¢kde (snad) pridavala vejce.

3.7 Tenkosténné rotacné symetrické nadoby

Tyto nadoby se vyskytuji pom&rné Casto. Jejich tvar vznika rotaci tvorici kiivky
kolem osy (obr. 3.11); i kulova nadoba, které si v§imneme dale, sem patfi. Sttedni
plocha je zaktivena ve dvou smérech, a ve vySetfovaném bodé mtizeme rozlisit dva
poloméry kiivosti: R; v obvodovém sméru a R, v meridianovém (polednikovém)
sméru. Pro polomér R v rovin¢ kolmé k ose plati R = R; cos . Smér obvodovy a
meridianovy jsou hlavni sméry (R; a R, maji extrémni hodnoty) a pfi rotaéné
symetrickém zatizeni v nich pisobi pouze normalova hlavni napéti. V jinak
orientovanych fezech mohou ve sténé puisobit i smykova napéti.
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rotacné symetrickou nadobou.
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Z rovnice rovnovahy sil sestavené pro ¢ast nadoby oddélenou fezem kolmym k ose
(obr. 3.11) dostaneme po tpraveé meridianové napéti:

2
o, = PR+ Gy + Gz (3.19)
" 27 Rt cosa

p je tlak nad hladinou, R je polomér nadoby v misté fezu, ¢ je tloustka stény, Gy je
ttha napln¢ v oddélené casti, a Gz je tiha odfiznuté Casti nddoby a casti sni
spojenych. VSechny tyto veli¢iny jsou funkci polohy vySetfovaného mista.

Z rovnice (3.19) vypocitame meridianové napéti o;,.. Po jeho dosazeni do upravené
rovnice (3.15) dostaneme obvodové napéti .. V nékterych piipadech se uloha
zjednodusi: u kulové nadoby je Rm = R, u valcové nadoby je 1/Rm = 0 apod. 1
potrubi je vlastn¢ tlakovd nddoba. Membranovou rovnici se fidi také tvar
destovych kapek; p je tlak v kapalin€ a 0, = o; je povrchové napéti.

3.8 Tenkosténna kulova tlakova nadoba

Tenkosténna kulova nadoba ma poloméry kiivosti jsou ve vSech smérech stejné, Ry
= Rg = R. V plasti také plsobi ve vSech smérech stejné napéti, ou. = o = o.
Dosadime-li tyto hodnoty do Laplaceovy rovnice (3.15), dostaneme po upravé

R
oc=p—. (3.20)
2t
Toto napéti je polovi¢ni nez maximalni napéti ot ve valcové nadobé. Je to proto, ze
silu, vyvozenou tlakem, zachycuji u valcové nadoby pouze napéti v obvodovém
sméru, kdezto u kulové nadoby ji zachycuji sily ve dvou fezech navzajem kolmych
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(obr. 3.7). Kulova nadoba pro uskladnéni tekutiny o tlaku p by tedy mohla mit
polovi¢ni tloustku nez valcova. Presto se Castéji vyrabéji nadoby valcové. Ditvody
jsou technické. Nadobu z plechu lze snadno vyrobit jeho stocenim; vytvofeni
kulového tvaru je narocnéjsi. (Tyto problémy odpadaji u nadob vytvarenych
laminovanim nebo odlévanim, kde jsou mozné rtzné tvary.) Valcova nadoba s
rovnymi Cely také 1épe vyuzije objem, do kterého je vestaveéna, nez kulova.

3.9 Membranova a ohybova napéti ve skorepinach

Membranovou napjatost nelze vzdy docilit. Ukazeme to na ptikladu tenkosténné
valcové tlakové nadoby s pilkulovymi dny (obr. 3.12). Polomér valcového plaste
je R, tloustka stény obou ¢asti je rovna ¢, modul pruznosti je £ a Poissonovo cislo
je u. Pretlak p uvnitt nadoby vyvola ve valcovém plasti obvodové napéti or a osové
napéti o;:, definovana rovnicemi (3.17) a (3.18). U pilkulového dna ma napéti ve
vSech smérech hodnotu i = pR/(2%).

Utinkem pietlaku dochazi také ke zvétieni priméru nadoby. Pokud by vélcova &ast
nebyla spojend se dnem, vyplyva z Hookeova zakona pro rovinnou napjatost (3.1),
Ze se jeji polomér zvetsi o

2

R
u. =p—(©02- . (3.21)
YA
Polomér ptlkulového dna by se zvétsil o
R2
u, = p— (- u)- (3.22)
k=P =4

Obr. 3.12. Vilcova tlakova nadoba s pulkulovym dnem.

Pomér obou zmén je
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uy _ 24 (3.23)

Uy 1—/1

Pii stejné tloust’ce stény a béznych materialech bude zména priméru dna méné nez
polovi¢ni proti valcové c¢asti. Je-li ale dno spojeno s valcovou Casti, musi byt
deformace v misté spojeni stejné. Mezi dnem a valcovou casti se proto objevi
radialni sily a ohybové momenty, které zpisobi, Zze se polomér valcové Casti
v oblasti spoje zmensi o néco méné nez podle vztahti (3.21), a naopak polomér dna
o néco vice nez dle (3.22). Plsobici sily a momenty by $lo zmensSit naptiklad tim,
ze se pulkulové dno udéla ménég tlusté (ale tak, aby napéti v ném nepiekrocilo
pripustnou hodnotu). Neni to vSak nutné, vyjde-li pfiznivé kontrola napéti v misté
spojeni.

Pozndmka. I kdyz primér a tloustka dna a valcové ¢asti jsou stejné a maji v miste
spojeni spole¢nou te¢nu, méni se v misté¢ spoje skokem kfivost v meridianovém
sméru; u valcové casti je 1/R, = 0, a u pulkulové ¢asti je 1/R, = 1/R. Podminka
spojitosti polomérii kiivosti pro dosazeni membranové napjatosti tedy neni ve spoji
splnéna, a objevi se i napéti ohybova.

Situace v oblasti spoje si nyni v§imneme podrobnéji. Vyjdeme pfi tom ze situace
v lokalng zatiZzené trubce valcového prifezu.

3.10 Rotacné symetricka ohybova napjatost ve valcové skorepiné

Mg¢jme valcovou tenkosténnou trubku zatizenou v jednom mist¢ silou F’ radialniho
sméru, rovnomeérné rozlozenou podél obvodu (liniové zatizeni na obr. 3.13, rozmér
N/m). Tato sila vyvolava zvétSeni poloméeru. Protoze ale sténa trubky ma urcitou
ohybovou tuhost, rozprostira se zvétSeni poloméru (resp. pruméru) na obé strany
od zatizeni. Diky tomuto zvétSeni se ve st€n€ objevi tahové (membranové) napéti
v obvodovém sméru, které se meni se vzdalenosti x od ptisobiste sily takto:

. !F‘

'~ Ir._ v

Obr. 3.13. Trubka s lokalnim zatiZenim

+ podél obvodu.
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u(x
o,(x) = Eg,(x) = E ; ) (3.24)
Toto napéti brani zvétSovani primeéru trubky, a jeho ucinek je podobny, jako kdyby
podél povrchu ptisobilo spojité rozlozené zatizeni g(x):

gx)=—ku(x), kde k=Et/R*. (3.25)

Znaménko minus je zde proto, Ze zatizeni ¢ ma opacny smér nez deformace.
Situace je podobna jako u nosniku na pruzném podkladu, a pro zvétSeni poloméru
trubky miizeme napsat diferencialni rovnici [1, 3, 13]:

uV = - k —u - (3.26)
EJ

Existuje ale jeden rozdil. ProtoZe u trubky ziistava zachovana kruhovitost prifezu,
je potlacena pficna kontrakce pii prohybani jejich povrSek ohybovym napétim ve
sméru osy x. Ohybovou tuhost EJ* ve jmenovateli vyrazu (3.26) proto musime
vyjadrtit podobné jako u Siroké desky, tj.

3
_ B (3.27)
12(1- %)
Dostaneme tak diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu,
2
ulV = - 12(1122_;1) u, Tesp. ul’ + 4,B4u =0, (3.28)

kde

[3(1- 42
B =1 (th/;) - (3.29)

Obecné feseni je:
u(x) = e?*(Asin B + Bcos fic ) + e P*(Csin e+ Deos fr).  (3.30)

Ve vétsi vzdalenosti od pusobisté liniové sily F” deformace vymizi. V piipadé
dlouhé trubky proto musi byt 4 = 0, B = 0, a ziistane tedy jenom &ast feleni s ¢ ~#~,
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u(x) = e P*(Csin fx + Dcos fBx ) + u (3.31)

part *

Partikularni integral up.: v tomto piipad¢ odpovidda zméné poloméru pro znacné
velké x, tj. upan = u(x — o). Tato rovnice plati i pro ¢ast trubky vlevo od plisobici
sily, s tim Ze i zde se vzdalenost od ni dosazuje jako kladnd. Kvili této symetrii
musi byt u'(x = 0) = 0. S prihlédnutim ke Schwedlerové véte plati u”"(x = 0) =
F'/(2EJ). S témito okrajovymi podminkami dostaneme

(3.32)

part >

u(x) = F'Zﬂke_ﬁx(cosﬂx +sin B ) +u

3
M (x) = —u"EJ" = F"iEJ* e P (sin Bx —cos fx ) - (3.33)

Pribéh obou veli¢in je zvinény, s klesajici amplitudou (obr. 3.14). Zména
poloméru se kolem pocatku soufadného systému méni plynule, ¢ara momentu se
zde lomi. Amplitudy poklesnou na 5% své maximalni velikosti (tj. € ~#* = 0,05) pfi
P x = 3. Tomu odpovida vzdalenost x = 3/8, coz s ptihlédnutim ke vzorci (3.30) je

3 _ 3R (3.34)

B 4ha-

Naptiklad pro ocel (# = 0,3) dostaneme
x =2334./Rt . (3.35)

Obr. 3.14. Pritbéh zmény polomeru u(x)
a ohybového momentu M ve stené trubky
zatizené lokalniradialni silou po obvode.

Zhruba lze ftici, ze uCinky lokdlniho rotacné symetrického zatizeni valcové
skofepiny dozni ve vzdalenosti od jeho piisobists v&tsi nez 2,4V(R?).
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Poznamka. Z matematického hlediska nezavisi zmény poloméru, moment a napéti
jenom na vzdalenosti x od pusobist¢ sily, ale na argumentu Sx. Ve vyrazech
obsahujicich sinus, cosinus, exp nebo logaritmus musi byt argument vzdycky
bezrozmérovy. Jinak by se pii zméné metitka (napt. z metrti na milimetry) zménila
i ¢iseln4 hodnota vysledku. Budeme-li ve vztahu (3.31) dosazovat R a ¢ v mm, bude

-1, a x musime dosazovat také v mm. Pfi dosazovani viech veli¢in

v metrech bude £ mit rozmér m'.

f mit rozmér mm

Amplituda F'B/2k ve vzorci (3.32) vyjadiuje zménu poloméru v pocatku
soufadného systému (Sx = 0). S prihlédnutim ke vztahu (3.25) pro k a vztahu (3.29)
pro S ji miizeme zapsat jako

, 3/2 3/2
u(0) = F'ﬁ -y 3(1- ,uz[ljj ~ 0,6427F'(§j ; (3.36)

2k 2E
konstanta 0,6427 vpravo odpovida Poissonovu ¢islu 4= 0,3.

Podobng¢ 1ze vyjadrit amplitudu momentu ve vztahu (3.33):

SR JRt . :
Ma(O):F'iEJ =F— N EJ"~0,1945F'VRt 5 (337

44/ 31— 1*)

konstanta 0,1945 vpravo odpovida opét Poissonovu ¢islu = 0,3.

Teorii odezvy tenkosténné valcové skotfepiny na lokalni zatizeni podél obvodu lze
aplikovat také v oblasti jejiho konce, naptiklad v mist€ spojeni se dnem nebo jinou
skofepinou. Vztahy (3.32) a (3.33), resp. (3.36) a (3.37) plati pfiblizn¢ i pro
pulkulové dno nebo pro skofepinu tvaru strmého kuzele, protoze zvySena napéti
v misté spoje se utlumi dfive, nez se vyrazn¢ji zméni primér téchto skotepin.
Rychlost utlumu uvidime v nasledujicim ptikladu.

Priklad. Stanovte délku ovlivnéné casti od mista spoje ocelové tenkosténné
valcové skofepiny s parametry: R = 500 mm, ¢ = 5 mm.

Reseni. Délka ovlivnéné oblasti je x* = 2,4V(R?) = 2,4V(500x5) = 120 mm. V této
délce se prumér kulové nebo strmé kuzelové skotepiny zméni jen malo. Dochazi-li
k podobnému lokdlnimu pusobeni v mistech vzdalenych od okraje, je mozZné
zjednodusSené feseni aplikovat, je-li délka trubky minimalné dvakrat vetsi, tj. 240
mm. Samoziejmé pro skofepinu kulovou nebo kuzelovou existuji i presnéjsi (a
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vvvvvv

metodou konecnych prvka [19], kterd mlze navic 1épe pftihlizet ke skuteCnym
podminkam spojeni skofepiny s dal§imi ¢astmi.

Pozndmka. Pribéh srelativné rychlym utlumem vznika jen pfi rotacné
symetrickém lokéalnim zatiZeni. Jestlize vn&j$i zatiZzeni v radidlnim sméru plsobi
pouze na casti obvodu, bude oblast jeho doznivani mnohem vétsi. Volny okraj
rotanich skofepin je pomérné tuhy jenom pfi rotacné symetrickém zatiZeni.
Pusobi-li na n€j osaméla piicna sila, snadno se prohne. Proto se takového okraje
vyztuzuji, obvykle pomoci masivnéjsich prstenci nebo vhodnym tvarovanim; viz
napf. obr. 6.9 na stran€ 100 v kapitole 6.

V oblasti ovlivnéné upevnénim skotfepiny nebo spojenim s jinymi ¢astmi se objevi
nekolik druhti napéti:

A. obvodové (membranové) napéti rozlozené rovnomérné napfic tloustkou stény,

B. ohybové napéti ve sméru x, zpisobené tim, Ze se povrska v tomto sméru
prohyba,
C. ohybové napéti v obvodovém sméru.

V poslednim ptipad€ se nejednd doslova o ohybové napéti; fika se mu tak proto, ze
je rozlozeno napfi¢ tloustkou stény podobné jako napéti pfi ohybu. Je zptisobené
tim, ze u kruhového prifezu nemize v pii¢ném, tj. obvodovém sméru dochazet k
pricné kontrakci jednotlivych vrstev. Velikost ohybového napéti v obvodovém
sméru v jakémkoliv bod¢ je rovna g~nasobku ohybového napéti v osovém sméru.

Urcitou piedstavu o téchto napétich ziskdme feSenim nasledujici tlohy.

Priklad. Tenkosténna valcova ocelova tlakova nadoba je spojena s masivnimi Cely
podle obr. 3.15. Vypocitejte napéti zptisobena vnitinim pretlakem p = 1,0 MPa.
Polomér nadoby je R = 0,5 m, tloustka stény t = 5 mm, £ =200 000 MPa, u=0,3.

Z p Obr. 3.15. Tenkosténnd valcova tlakova
-—%—— - " nadoba s masivnimi dny. Zahloubeni ve
% - R dné slouzi ke snizeni koncentrace napeti.
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Reseni. Postupné vypoéitame jednotlivé slozky napéti, a potom vysledné hodnoty:

1.) Membranova napéti. Dosadime-li hodnoty p, R (‘a ¢ do kotlovych vzorcu (3.17)
a (3.18), dostaneme obvodové a osové napéti:

Gim=100 MPa , Gym=50 MPa .

2.) Tato napéti by vyvolala volnou zménu poloméru nadoby. Jeji velikost
dostaneme po dosazeni pfislusnych hodnot do vztahu (3.21)
500°

AR = 1,0x% x(2-0,3)=0,2125 mm.
2x200000x 5

3.) Zabranéni zméné polomeru v misté spoje valcové Casti s ,,tuhym™ celem (tj. o
AR) je stejné, jako kdyby zde podél obvodu piisobila spojité rozlozena radialni sila
F’. Upravou vztahu (3.36) dostaneme:

3/2 3/2
e plL) 292125000000 2| = 66.13N/mm.
0,6427 (R 0,6427 500

To je pomérné velmi vysoka hodnota.

4.) Maximalni ohybové napéti v osovém sméru v misté vetknuti dostaneme tak, ze
moment M,(0) vydélime modulem prafezu v ohybu pro vysku ¢ a jednotkovou
Sitku, tj. Wi = £#/6. Po upravé obdrzime

JRt 5005
o =LI6TF = :4J67X66J3Jh5;<:15¢34AH%L
t

5.) Vysledné maximalni napéti v osovém sméru je rovno souctu ohybového a
membranového napéti:

Oa,max — Oa,o + Cam = 154,74 +50= 204,7 MPa.

6.) V misté vetknuti také pusobi v obvodovém sméru ohybové napéti, jehoz
maximalni hodnota na povrchu je:

Oio = U Oap = 0,3x154,74 = 46,4 MPa.

7.) V disledku zabranéni pricné kontrakci ve vetknuti se v obvodovém sméru
objevi membranové napéti o hodnoté
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Oim= K Oam=0,3x50=15,0 MPa.
8.) Vysledné maximalni napéti v obvodovém sméru v misté vetknuti je
Oimax = Oog + Omi = 46,4 + 15,0 = 61,4 MPa.

Nejvyssi hodnotu viibec mé maximalni napéti v osovém sméru na vnitinim
povrchu plasté v misté vetknuti: camx = 204,7 MPa. Je tedy Ctyfikrat vysSi nez
samotné osové membranové napéti, a dvakrat vyS$i nez membranové napéti
obvodové. M4 ale prevazujici slozku ohybovou, a proto u nadoby z houzevnatého
nezpisobi destrukei, nebot” material se rostoucimu zatizeni ptizpisobi lokalnim
plastickym tecenim. (Chovani pruznoplastickych soucasti pii piekroCeni meze
kluzu je vysvétleno naptiklad v knize [7].)

O analytickém feSeni napjatosti membran a skotepin se lze docist vice naptiklad v
kone¢nych prvkt; uvodni informace o MKP je v [19] nebo v kapitole 2 v [7],
nékteré programy jsou zminény v kapitole 6.5.

Poznamka. Tenkosténné skotfepiny se zaCaly vice pouZzivat po vynalezeni parniho
stroje a zavedeni Zeleznic. (Kazdy kotel je vlastné tlakova nadoba; podobné i
potrubi, ve kterém je médium pod tlakem.) Zpocatku dochazelo pomérné Casto
k roztrzeni kotld tlakem pary, nékdy s fatalnimi nasledky. Jakmile ale se zacaly pfi
navrhu pouzivat kotlové vzorce (3.17) a (3.18), pocet havarii vyrazné klesl.
Vznikly také normy pro navrhovani a provoz tlakovych naddob. Kotlové vzorce jsou
velice jednoduché, ale plati dostateéné piesné jenom ve valcové Casti nadoby,
v mistech vzdalenych od cel. Na konci devatenactého a v prvni poloviné dvacatého
stoleti byla propracovana teorie tenkosténnych skofepin. A objevil se problém s
teorii. Napéti, kterd ptisobi v oblasti spojeni valcové ¢asti a Cel, vychazeji podle
teorie skofepin nekolikanasobné vyssi nez napéti podle kotlovych vzorci. A presto
kovové tlakové nadoby a kotle uspokojivé fungovaly, aniz by se trhaly. Jak je to
mozné? Vsechny vypocty vité¢ dobé byly totiz provadény za predpokladu
elastického chovani materidlu a platnosti Hookeova zakona, tj. pfimé iimérnosti
mezi napétim a pretvofenim. Ve skutecnosti, jakmile napéti n€kde v kovovém
plasti dosahlo meze kluzu, nestoupalo uz vitbec nebo nariistalo jen mirn€ (viz napft.
kapitolu o plastickém deformovani v [5] nebo [7]). Material se plastickym te¢enim
prizpusobil pfetizeni. Skutecné nejvyssi napéti tak bylo o dost nizs$i nez pevnost
materialu. Pro zvySeni jistoty, Ze nedojde k havarii, se zaCaly také provadét tlakové
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zkousky, pti kterych je nadoba vystavena pretlaku vyssimu, nez jaky je ocekavan
pii provozu. Do provozu pak je uvedena jenom néadoba, ktera zkouskou uspé$né
prosla.

Dnesni vypocty prihlizeji ke skute€nému chovani materialt. Ve dvou piipadech ale
se pfi navrhu spravné uplatni linedrné elastické vypocty. Prvnim piipadem jsou
nadoby z kiehkych materiald, jako je naptiklad sklo nebo keramika. U téchto
materialt plati Hookeliv zakon a piima umérnost mezi napétim a pietvorenim az do
dosazeni meze pevnosti. Napiiklad u valcové tlakové nadoby z keramiky s tlustym
dnem tak miZze lom vyjit z pfechodu mezi dnem a valcovou casti, kde plisobi
nejvyssi tahové napéti, a dno se odlomi lomem podél obvodu. Tvar napojeni dna na
plast’ se proto fesi tak, aby zde vznikla co nejnizsi koncentrace napéti (naptiklad
pulkulové dno na obr. 3.12 nebo vhodny piechod tvaru pfi pouziti tuhého dna, obr.
3.15). Jinym piipadem, ktery je nebezpecny i pro kovové nadoby, je stiidavé
zatézovani, kdy miize dojit k unavé materidlu a k lomu po urcité dobé provozu.
Mez tinavy je o hodné nizsi nez mez kluzu, a unavové trhlinky se zacnou tvofit
(opét v misté s nejvys$imi napétimi) i pti pomérné nizkych napétich, kdy jesté plati
Hooketiv zakon.

Literatura ke kapitole 3.

1. Hoschl, C.: Pruznost a pevnost ve strojnictvi. SNTL, Praha, 1971. 375 s.

2. Némec, J., Dvotak, J., Hoschl, C.: Pruznost a pevnost ve strojirenstvi. SNTL,
Praha, 1989. 600 s.

3. Timosenko, S. P., Vojnovskij — Kriger, C.: Plastinki i obolocki. Nauka, Moskva,
1966. 636 s. (S. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger: Theory of plates and shells.
McGraw-Hill, New York, 1959.

4. Kolat, V., Sobotka, Z., Benes, J.: Nosné stény a desky. SNTL, Praha, 1961. 576 s.
5. Kolektiv, Pruznost a pevnost II. CVUT, Praha, 1985. 214 s.

6. Novak, O. a kolektiv: Nauka o pruznosti a pevnosti ve stavitelstvi. Tech.
pravodce sv. 3. SNTL, Praha, 1963. 536 s.

7. Mencik, J.: Aplikovana mechanika materialti. Univerzita Pardubice, 2019. 196 s.
Volné dostupna na: https://dk.upce.cz//handle/10195/72947 nebo pies
https://eshop.upce.cz

56


https://dk.upce.cz/handle/10195/72947
https://eshop.upce.cz/

Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

8. Calkovsky, A.: Unosnost tenkosténnych konstrukci. Stavba stroji 94. DT
CSVTS, Praha, 1984. 130 s.

9. Park, Jongmin et al.: Numerical Prediction of Equivalent Mechanical Properties
of Corrugated Paperboards by 3D Finite Element Analysis. Foods 2020, 9. (in
print).

10. Mencik, J.: Mechanics of Components with Treated or Coated Surfaces.
Kluwer Academic Publishers. Dordrecht, 1996. 360 s.

11. Kolektiv: Pruznost a pevnost L. CVUT, Praha, 1965. 272 s.

12. Gordon, J. E.: Structures (or Why Things Don’t Fall Down). Penguin Books.
New York, 1978. 396 s.

13. Placédk, V., Kunc, J.: Vypocet napjatosti skotepin. SNTL, Praha, 1966.

14. Timosenko, S. P.: Soprotivlenije materialov II. Nauka, Moskva, 1965. 480 s.
Preklad: Strength of materials. Part II. Advanced theory and problems. D. Van
Nostrand Company, Princeton, New Jersey, 1956.

15. Gorbatov, N., Valenta, J.: Statika skofepin a skofepinovych konstrukci. SNTL,
Praha, 1972. 572 s.

16. Fligge, W.: Statik und Dynamik der Schalen. Springer-Verlag, Berlin, 1962.
312s.

17. Vlasov, V. Z.: Obscaja teorija obolocek i jejo priloZzenija v technike. GITTL,
Moskva, 1949. 784 s.

18. Volmir, A. C.: Gibkije plastinki i oboloc¢ki. GOSIZDAT techniko-teoreticeskoj
literatury. Moskva, 1957.

19. Kolaft, J., Némec, 1., Kanicky, V.: FEM — principy a praxe metody konecnych
prvkid. Computer Press, 2001. 401 s.

57



Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

4. Ztrata stability
stihlych a tenkosténnych casti

U tenkosténnych konstrukei nékdy dochézi ke zhrouceni v diisledku vyboceni nebo
lokalniho vybouleni stlacovaného prvku nebo soucasti. Na obrazku 4.1 je stozar
vedeni vysokého napéti, ktery se zlomil, kdyz tlakova sila vjednom prutu
prekrocila kritickou hodnotu, takze vybocil. V této kapitole probereme rtzné
pripady ztraty stability tvaru. Zatneme s piimymi pruty a piejdeme k ptipadim
se soucasnym kroucenim, v§imneme si, co se d¢je pii bouleni desek, prstenci a
skotepin, a objasnime jejich chovani v pokritickém stavu.

Pro snadnéjsi pochopeni zde budeme uvadét jednoduché vztahy pro vypocet
kritického zatizeni v riznych ptipadech. Musime si ale byt védomi, ze v dtsledku
ruznych imperfekei, zejména nepiesnosti tykajicich se tvaru a mista plsobeni
zatizeni a jeho prenosu na soucast, mize k vybocovani dochazet jiz pii zatizeni o
dost niz8§im, nez je kritické. To plati obecné pro ztratu stability tenkosténnych
konstrukci. Spolehlivéjsi je proto vySetfovani jejich tinosnosti metodou kone¢nych
prvki, o kterém stru¢né pojedname v zavéru kapitoly.

Obr. 4.1. Havarie stozaru
vysokého napéti pretizenim [1].
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4.1. Stihlé pruty zatiZené osovou tlakovou silou

Nejjednodussim ptipadem je ptimy prut, jehoz oba konce jsou kloubové ulozZeny,
takze se mohou pootacet. Pii urcité hodnoté osové tlakové sily F se tento prut
prohne (obr. 4.2 vlevo, n = 1). Diferencialni rovnice pruhybové ¢ary tohoto prutu
ma pro malé pruhyby w tvar [2]:

Wﬂ_ _M(.X) _ F
EJ EJ

W, Tesp. W +alw=0. 4.1)

E je modul pruznosti materialu prutu, J je moment setrvacnosti prifezu v ohybu ve
sméru prohnuti, a « >= F/(EJ) je konstanta. Pro ohybovy moment M(x) plati

M(x) = F w(x) . (4.2)
Reseni méa obecny tvar
w(x)=C; sin (ax) + C2cos (ax) , (4.3)

kde C; a C; jsou konstanty. Lze ukazat, ze prohnuty tvar se udrzi pouze tehdy,
dosahne-li zatizeni tzv. kritické hodnoty

2 _2 2
nr°EJ . n°EJ
F,, = 172, resp. F, = 172

; 4.4

[ je délka prutu a n je pocet pulvin pruhybové Cary (obr. 4.2). Nejnizsi kritické
zatiZeni je pro n = 1; viz pravou Cast vyrazu (4.4). Dalsi kritické zatizeni je pro n =
2; protoze n* = 4, je tedy Ctyfikrat vyssi. Pokud dojde k vyboceni prutu pfin =1 a
zatizeni dale roste, doslo by ke zniceni prutu (zlomeni apod.) mnohem diive nez n

2 2 2
k£33 4£3% 9£If

Obr. 4.2. Ruizné viastni tvary vyboceni
kloubové ulozeného tlaceného prutu [3].
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dosahne hodnoty 2 [viz dale vztah (4.6) pro vypocet napéti ve vybouleném stavu].
Proto se obvykle jako kritickd sila Fi udavad vyraz pro n = 1, ktery je uveden
v pravé casti vzorce (4.4). Ale pozor, i vy$§i hodnoty n se mohou vyskytnout,
pokud se néjakym zplsobem zabrani prohnuti prutu uprostfed (obr. 4.2). Ptikladem
jsou tlacené pruty u piihradovych konstrukci; napiiklad celkovd délka
prihradového stozaru na obr. 4.1 je velka, ale vzdalenosti mezi jednotlivymi
pficnymi pruty, které by v tomto pfipadé byly pro vybocovani rozhodujici, jsou
mnohem mensi. (V pfipad€ na obr. 4.1 ale ziejmée byla piislusna vzdalenost stale
jesteé prilis velka).
Podobnym zptsobem lze odvodit velikost kritického zatizeni i pro jiné zpiisoby
ulozeni konct, a tedy i jiné tvary vyboceni prutu. Obecné se rozlisuji Ctyii ptipady
upevnéni koncti prutu (obr. 4.3). Pro vSechny lze vyjadrit kritické zatizeni ve tvaru
2
F, = @ ; (4.5)
lo
lo je tzv. vzpérna délka, kterd zavisi na zplisobu ulozeni koncii a odpovida
vzdalenosti inflexnich bodu prithybové cary. Jeji vztah k délce prutu je na obr. 4.3.

f
v FLOFL
) e W
TNV el
/ W | & , 3 1 Obr. 4.3. Prohnuti prutu s riizné
S | \; | A I \'9 | ulozenymi konci pri ztraté stability.
| ; 1

bedl  Gel Lu0TL Ln08C

Poznamka. Nékdy muze prut vybocit vruznych smérech riznym zpusobem,
v zavislosti na podminkach ulozeni jeho koncii a na tvaru prifezu. Piikladem je
ojnice spalovaciho motoru: v jednom sméru by jeji vyboceni odpovidalo druhému
pfipadu zleva na obr. 4.3, a v kolmém sméru piipadu zcela vpravo na obr. 4.3. Jeji
praiez proto byva obvykle rizny v riznych smérech, aby se prili§ neliSily kritické
sily pro oba zpusoby vyboceni; ¢asto se jedna o I-profil.

60



Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

Je zajimavé, Ze ziskané TeSeni neumoziuje urcit velikost prohnuti, ani velikost
ohybovych momentd a napéti. Dosazeni kritického zatizeni pouze znamena, Ze se
maze udrzet jakykoliv maly prihyb. Ale jiz malé vyboceni prutu znamena
obrovsky nariist napéti. Pro nejvyssi napéti v prutu kruhového prifezu, ktery je
zatizen osovou tlakovou silou a ma urcité prohnuti, plati ptiblizné:

O = 04 (1+868/D), (4.6)

kde ou je tlakové napéti v prutu pred vybocenim, D je primér prutu a o je jeho
pocatecni pruhyb uprostied; viz téz obr. 4.5. Pfi prohnuti rovném jedno procento
priméru bude maximalni napéti o 8% vyssi, pfi vybo€eni o 0,1D bude vyssi o
80%, a srostoucim pocateCnim prihybem rychle dale nardsta. Jiz pfi malém
vyboceni tedy miize dojit ke vzniku plastickych deformaci v ptipadé tvarného
materialu, anebo ke zlomeni prutu kiechkého.

Moznost selhani prutu zatizeného osovou tlakovou silou Ize také posuzovat
prostfednictvim napéti. Protoze pii dosaZeni kritického zatizeni je osa prutu jesté
pfima, lze pro tento okamzik stanovit odpovidajici kritické napéti stejnym
zpusobem jako v ty¢i zatiZzené tlakovou silou:
2
= r:”f‘]. (4.7)
S s

Pro dalsi tivahy je vhodné definovat tzv. polomér setrva¢nosti priifezu:

i =4J/S (4.8)

a Stihlostni pomér prutu:
A=1lyfi. (4.9)

Polomér setrvacnosti i je takova pomyslna vzdalenost od neutralni osy, ze
kdybychom do ni jako do jednoho bodu umistili plochu prifezu S, dostaneme
celkovy moment setrva¢nosti J (vyplyva to ze Steinerovy véty). Stihlostni pomér je
bezrozmérova veli¢ina, ktera je vétsi pro delsi a tenci pruty, a charakterizuje tak
Stihlost prutu. S pouZzitim obou veli¢in mizeme kritické napéti (4.7) vyjadtit jako

T°E

> (4.10)

Oy =
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Z tohoto vztahu vyplyva, zZe kritické napéti zavisi pouze na modulu pruznosti a
napéti nartista, a pro relativn¢ tlusté pruty dojde jesté pied vyboCenim ke vzniku
plastickych deformaci, popfipadé k rozdrceni prutu kiehkého. Proto skutecna
tvar (ABCD). Byla navrzena tada ptibliznych vztahti pro vypocet kritického napéti
prutt s malou Stihlosti; viz napft. [4, 5].

1
g ‘\ Obr. 4.4. Zavislost mezniho napéti o na
O A B \\ Stthlostnim poméru A. Pro A > A, je chovani
. \ c elastické, pro o> o, se projevuji nelinearity
“ v pracovnim diagramu. Prekroci-li napéti mez
D kluzu ox, nastane poruseni plastickym tecenim.
0 Am A

Objevil se ale dalsi problém. U skute¢nych ty¢i nebo prutl dochazi k vybocovani
jiz pti mnohem niz$im zatizeni nez Fi.. Dokud bylo o této problematice znamo jen
malo, nebezpeCi ztraty stability se pii navrhu snizovalo volbou zna¢né vysokého
souCinitele bezpecnosti viici vyboceni pii vzpéru, sv, = Fi/Fim, a dil se dimenzoval
tak, jako kdyby na né¢j piisobilo zatiZzeni s.,—krat vy$si nez jmenovité Fin. Pfi¢inou
niz§i unosnosti jsou takzvané imperfekce neboli nedokonalosti. Teorie uvedena
vyse totiz predpokladala, Ze prut je dokonale pfimy a homogenni a zatiZeni ptisobi
piesné vjeho ose. Odchylky od idealniho stavu ale velmi vyrazné ovliviuji
chovani pifi zatizeni. Zde ukazeme feSeni pro ptipad, kdy prut s kloubové
upevnénymi konci ma jiz z vyroby pocatecni prohnuti o maximalni velikosti
uprostied & (obr. 4.5 vlevo). Budeme piedpokladat, Ze ma tvar pilviny sinusové
ktivky

Wy (X) = S, sm% : (4.11)
Tuto funkci jsme zvolili proto, ze i dokonale pfimy prut se pii vyboceni

deformoval do podobného tvaru; viz levou ¢ast vyrazu (4.3). Pii zatiZzeni osovou
tlakovou silou F' se prihyb zvétsi o wi(x). Toto ptidavné prohnuti ma podobny
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0 0,2 0,4 0,6 F/F, 0.8

Obr. 4.5. Prut s pocatecnim prithybem & a rist celkového prithybu
0= & + O; s ristem zatizeni F. Fi,. — kritické zatiZeni.

prabeh,

wy = & sin 2 (4.12)
l

takze vysledny prihyb bude
. X
w=wy+w = (50+51)smT : (4.13)
V fezu x ptsobi ohybovy moment (obr. 4.5):

M(x) = Fw(x)= F (5, +51)sm$ : (4.14)

Tento moment vyvodi zminény pfidavny prihyb wi, a plati

2

Mo = s sin T (4.15)

EJ I’ I
Porovnanim vztaht (4.14) a (4.15) a vydé€lenim vyrazem sin(zx/l) dostaneme
rovnici

F 7*

(S S) = 5 (4.16)

EJ ( 0 1) 12 1
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Ptihlédneme-li, ze 7°EJ/P = Fi, viz upravenou pravou Cast vyrazu (4.4), a
vyjadiime prirdstek prihybu & prostfednictvim celkového prithybu & a imperfekce
& jako o1 = 6— &, dostaneme po fad€ uprav nasledujici vztah pro celkovy prihyb:

o _ 4.17)
50 1_F/Fkr

Tato zavislost, znazornéna na obr. 4.5 vpravo, je v bezrozmérovém tvaru a plati pro
jakykoliv prut s kloubovym ulozenim konci. Pii zndmé hodnoté zatézujici sily F a
kritického zatizeni Fi., spoc¢itaného podle vztahu (4.5) pro danou délku /, moment
setrvacnosti J a material prutu (£), mizeme tedy pro piedpokladanou velikost
imperfekce & vypocitat maximalni prithyb &, a podle rovnice

Mpax=F & (4.18)

stanovit ohybovy moment a napéti. Pfipadné mtzeme naopak stanovit potiebnou
hodnotu momentu setrvacnosti J pro bezpecny pienos zatizeni F, kdy maximalni
napéti neptekroci dovolenou hodnotu.

V§imnéme si zajimavych rozdilti mezi obéma piistupy. Reseni pro dokonaly prut
dalo kritické zatizeni, avSak neumoznilo stanovit ani prohnuti, ani napéti pii jeho
dosazeni. Navic, ke zhrouceni realného prutu s imperfekcemi by doslo mnohem
diive nez podle vztahu (4.5). Zdalo by se tedy, ze znalost kritické sily Fi- je
k nicemu. Ale v feSeni prutu simperfekci, vztah (4.17), se kritickd sila opét
objevila. Ma tedy ve skutecnosti svlij vyznam. Navic vzorec (4.17) ukazuje, ze prut
s pocateCnim zakfivenim se bude prohybat jiz od samého pocatku zatéZovani. Pfi
znamé (nebo piredpokladané) velikosti imperfekce tedy mlZzeme jednoznacné
vypocitat velikost celkového pruhybu i velikost napéti pro jakékoliv zatizeni;
samoziejmé za predpokladu, Ze celkové prohnuti je velmi malé. To je rozdil proti
idedlnimu pripadu, kdy prut zdstdva stale piimy az do zatizeni Fi., a pak pfi
sebemensim popudu by se mohl udrzet jeho jakykoliv (maly) prihyb, popfipadé by
doslo ke zhrouceni prutu.

Jinym druhem imperfekce je excentrické zatiZeni, kdy tlakova sila neptisobi
pfesné v ose. V tomto piipadé mize nezatizeny prut byt i pfimy, ale jiz od
nejnizsiho zatizeni se bude plynule prohybat, a s tim, jak se zatizeni blizi kritické
hodnoté, se bude prihyb blizit (teoreticky) k nekone¢nu. Dals§imi imperfekcemi
jsou nehomogenity prutu nebo zbytkova napéti.
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K podrobnéjsimu studiu ztraty stability prutd (ale i desek a skotepin) lze doporucit
napt. [3, 6 — 12, 28 — 35].

Dosud jsme uvazovali, Ze ke ztraté stability dojde prohnutim celého prutu. U
tenkosténnych soucésti, jako jsou trubky nebo vélcované ¢i ohybané profily, ale
muize dojit k tomu, ze sténa se vybouli nebo zvlni jenom v urCitém misté —
hovoiime o lokalni ztraté stability. U nosniku ve tvaru tenkého pasu, zatizeného

pficnou silou ve sméru delsi strany priiezu, zase mize dojit ke ztrat€ tnosnosti
spojené i s jeho zkroucenim. Porucha miZe nastat i jinymi zptisoby. Témto
otazkam se budeme vénovat dale.

4.2. Stabilita izkych nosniku s priénym zatiZenim

Je-li §tihly nosnik s podepienymi konci zatiZzen uprostfed rozpéti pti¢nou silou F, a
moment setrvacnosti jeho prufezu je v riznych smérech stejny nebo se 1isi jen
malo, prohne se ve smeru pusobici sily. Co se ale stane, jestlize jeho prifez ma tvar
uzkého obdélniku o tloustce mnohem mensi nez vySce, ¢ <<h, a je zatiZen silou
prohyba v tomto sméru, ale pii dosazeni kritické velikosti sily Fi nahle vyboci ve
sméru mensi tloustky ¢ pfi sou¢asném pootoceni. Vyboceni za¢ina na hotejsi strané
prafezu, kde pisobi tlakové napéti (obr. 4.6). Dochazi pii ném i ke zkrucovani
nosniku, takze na kritické zatizeni ma vliv jak jeho tuhost v ohybu, tak i tuhost
v krouceni. Lze odvodit [6, 8, 13], Ze kriticka sila je

3
_1693/BC _ 175ER . (4.19)

kr

Obr. 4.6. Vyboceni uzkého nosniku zatizeného pricnou silou uprostred [13].
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[ je délka prutu, B = EJ je tuhost prufezu v ohybu ve smeru vyboceni, a C je tuhost
prafezu v krouceni. E je modul pruznosti vtahu a J, je moment setrvacnosti
prifezu v ohybu ve sméru b; plati J, = h}/12. Tuhost prifezu v krouceni je dana
pfibliznym vztahem [6, 8, 13]

3
C=G ht(l - O,63tj : (4.20)
3 h

kde G je modul pruznosti ve smyku. Ptiblizny vyraz uplné vpravo ve vztahu (4.19)
vychazi z toho, Ze N(BC) = Eh/N[72(1+4)], a odpovida Poissonovu &islu z = 0,3.
Piisobi-li sila F ve vzdalenosti a nad osou nosniku, jak je naznaceno na obrazku, je
podle [8] nutno vynasobit vzorec (4.19) soucinitelem

k =1-348 “\r. (4.21)
n\C

Kritické zatizeni tedy bude o néco nizsi. Souvisi to s tim, Ze pfi pootoCeni prifezu

vyboceni branit; ve vztahu (4.21) je nutno minus nahradit znaménkem plus. Poloha
pusobisté sily v zatizeném praiezu tedy mtize stabilitu ovlivnit nepfiznivé nebo
priznive.

Uzky nosnik, jehoz jeden konec je vetknuty a druhy zatizeny silou pusobici

Obr. 4.7. Vyboceni uzkého nosniku zatizeného pricnou silou na konci [13].
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_ 4,01/BC

. (4.22)

F, kr
Bude-li vysoky uzky nosnik zatizen momentem M podle obr. 4.8, zlistava zpocatku
pfimy, ale pfi dosazeni tzv. kritického zatizeni vyboci tak, jak je naznaCeno na
obrazku. Vyboceni zaCind opét na strané€, kde plsobi tlakové napéti, a dochazi pfi
ném i ke zkrucovani prutu. Kriticka velikost momentu My, pro nosnik s konci
ulozenymi podle obr. 4.8 je

M, = ?/BC : (4.23)

kde tuhosti B a C maji stejny vyznam jako predesle [8, 13].

Obr. 4.8. Vyboceni uzkého nosniku zatizeného ohybovym momentem [13].

Podobnym zptisobem mohou vybocit také ohnuté okraje tenkosténnych U-profilt
namahanych ohybem, zejména pisobi-li v pasnicich tlakové napéti.

4.3 Ztrata stability u¢inkem smykovych napéti

Pusobi-li v ur¢itém misté smykové napéti, je situace podobna, jako kdyby zde
v jednom fezu pootoceném o 45° pusobilo tahové napéti, a v fezu k nému kolmému
bylo napéti tlakové. Jestlize toto tlakové napéti v pomémé tenké sténé dosédhne
kritické hodnoty, dojde zde k jejimu lokalnimu vybouleni (obr. 4.9). Podobné miize
dojit ke ztraté stability pii zkrucovani tenkosténné trubice. Snadno se o tom
presvéd¢ime u pryzové hadice na zalévani.
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b

Obr. 4.9. Lokalni ztrata stability pri zatizeni smykem [6].

4.4 Ztrata stability desek

Nyni si v§imneme bouleni deskovych panelti zatizenych tlakovou silou pusobici
v jejich roviné. Na obr. 4.10 je znazornéna deska o rozmerech a > b a tloust'ce ¢
s kloubové ulozenym hornim a dolnim okrajem, zatizena po celé Sifce b
rovnomerné rozlozenym tlakovym napétim ox. Bo¢ni okraje jsou volné. Dokud je
napéti oy relativné nizké, zlistava deska rovnd, a napéti je rozloZzené rovnomérne

A

6,
LU
b

I m
I Rilvin
|

| Obr. 4.10. Zborceni desky zatizené
: tlakovou silou v tecné roviné (zde m = 2).

el | y

Q|

napfic tloustkou z. Pfi dosazeni jeho kritické velikosti deska vyboci ze své roviny.
Kritické napéti je [6, 8, 14]

2
oy = cE" m , (4.24)
a
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tedy podobné jako u prutu s kloubové uloZzenymi konci, kde délka / odpovida
rozméru desky a ve sméru pusobici sily. U Siroké desky se zohlednilo zabranéni
pricné kontrakci prostiednictvim korigovaného modulu pruznosti

E'=E/1— 7). (4.25)

Ve vzorci (4.24) se piedpokladd jedna pilvina sinusovky; obr. 4.10 odpovida
dvéma pilvinam. Pfi vice pllvlnach by kritické zatizeni bylo jesté vyssi, podobné
jako ukazuje vztah (4.4) u prutd. Konstanta ¢ zohlednuje, jestli se zatizené konce
desky mohou pootacet (¢ = 1), nebo jestli je 1ze povazovat za vetknuté (¢ = 4).

Jsou-li opfeny i bo¢ni strany, takze se nemohou volné¢ prohybat, je situace

vvvvvv

v obou smerech. Kritické napéti se obvykle zapisuje ve tvaru

2
o = kE(tj , (4.26)
b
kde
2 2
=”{mb+‘l} 4.27)
12(0-*)| a  mb

je bezrozmérovy soucinitel, zavisly na Poissonovée Cisle 2, poméru délek stran a/b
a poctu podélnych ptlvin m (obr. 6.1). Roli hraje i zptisob upevnéni okraji desky.

Obrazek 4.11 podle [7] udava v bezrozmérném tvaru kriticky tlak pro vyboceni
desky s jednoduchym upevnénim okraji v zavislosti na poméru délky 4 a Sitky b a
pro rizné pocty palvin m.

\“\\_‘ - z}/f///
- \\\"::1-:'_; )m// . 4_-':'1,:73
m=<
o / 3 4

2
A/b

Obr. 4.11. Kritické zatizeni pro ztratu stability tlacenée desky [7].
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Vztah (4.25) pro kritické napéti je velmi jednoduchy, a proto se pouziva i pro dalsi
pfipady. Obr. 4.12 ukazuje konstantu k v zavislosti na zptsobu upevnéni okraju.
Cisla u kiivek odpovidaji zptisobim upevnéni znazornénym vpravo, ,,vlny“ u
jednotlivych kiivek odpovidaji riiznym poctim ptilvin u zborceného tvaru.

9 12
K | Gre= KE (T)
g TN ’_'_JE
A 64 b
7 \ AN = e 1
\ R N wozen’ g
—— ENI KRAJY :
P Mes\ ™1 [ ‘§[ VETKNUTE
AN .
\ haV 3¢
TN Tl | 7===
4 < i 32
CHER —
3 ———n
L+
2 \ —
2T~ e
0 o5 w0 5 20 45 3.0&_
&
Obr. 4.12. Soucinitel k pro vypocet kritického napéti tlacené desky [8].
Podle Krutiny [15] vyboci obdélnikova deska pii napéti
kx*N
Oy, = 7[2 ) (4.28)
a’t

soucinitele £ jsou na obr. 4.13. (Jedna se vlastné o zjednoduSeny diagram z obr.
4.12)
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Obr. 4.13. Soucinitele k ve vztahu (4.27) pro ztratu stability
obdélnikové tlacené desky [15].

Kruhova deska o poloméru a, stlacovana ve své rovin€ ze vSech stran, se vybouli
pfi radialnim napéti daném vztahem (4.24), do kterého za ¢ dosadime ¢ = 14,68.

Stabilita L-profilu zatiZeného osovou tlakovou silou

Mnohem vys$i odolnost vi¢i vyboceni pfi zatizeni osovou tlakovou silou (ve
srovnani s tenkym pasem obdélnikového prifezu) ma profil tvaru L. Situace je
znazornéna na obr. 4.14. Pii dosazeni kritického zatizeni se ob& ramena mohou
vyboulit podél svého volného okraje (napf. B), zatimco rohova hrana A je
,podepiena‘, a k jejimu vyboceni nedojde. Kazdé rameno pfipominad obdélnikovou
desku volné podepienou na tfech stranach a s jednou stranou volnou. Tuto tlohu
tesil Timosenko [7, 12], ktery odvodil kritické napéti:

2 2
O = 7;21) 0,46+Z2 , (4.29)

kde D je ohybova tuhost desky, definovana vztahem (3.4), b je Sitka ramene, a ¢ je
jeho tloustka.
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t
=
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e ——

Obr. 4.14. Vybouleni ramen L-profilu
zatizeného tlakovou silou [7].

freely supported
entirely free

|

i

Tenkosténné potrubi obdélnikového priiezu, zatiZené osovou silou

Ptipad je znazornén na obr. 4.15. Podobné konstrukce se vyskytuji naptiklad
v dopravnich prostiedcich nebo ve vzduchotechnickych zatizenich. V podstaté se
jednd o ctyfi tenké desky, spojené vrozich a zatizené v podélném sméru. Na
obrazku 4.15 vpravo je naznacen tvar vyboceni, jestlize zatizeni dosahne kritické
hodnoty. Rohy jsou tuz§i, takze zlstavaji piimé. V nich je také zachovan uhel,
ktery sviraji dvé sousedni stény, a pficny fez ve vybocCené Casti vypada tak, jak je
naznaceno na obrazku.

bbb

P

IBRARARRAI
Obr. 4.15. Zborcené potrubi ctvercového priirezu.

Jednoduché posouzeni moznosti ztraty stability ukazeme na nasledujicim ptikladu
podle [8].

72



Jaroslav Mencik: Uvod do aplikované mechaniky tenkosténnych konstrukci

Priklad.

Vzduchotechnické potrubi ctvercového priufezu b x b a délky a z ocelového plechu
o tloustce ¢ podle obr. 4.15 je zatizeno osovou silou F. Zkontrolujte bezpecnost
vuci ztraté stability pro nasledujici parametry:

a =500 mm, b =200 mm, = 1,2 mm, F'=4000 N, £ = 210000 MPa, ok = 500 MPa.

Reseni. Delsi strany a i kratsi strany b budeme povaZovat za kloubové uloZené, a
budeme ptedpokladat, ze pti dosazeni kritického zatizeni se prohnou podle obr.
4.15. Tlakové napéti ve sténé bude

Fo 4000
4bt 4%x200x1,2

O =

= 4,167 MPa.

Kritické napéti nalezneme podle vztahu

2
t

kde K4 je konstanta, kterou lze najit v grafu 4.11 pro dany zpisob upevnéni okraji
a pomér a/b. V naSem piipadé (kloubové ulozeni po vSech ctyfech stranéch,
s odpovidajici kiivkou ¢. 4, a pomér a/b, resp. h/b = 2,5), dostaneme po dosazeni
vSech hodnot do (4.30) kritické napéti o = 28,35 MPa. To je mnohem mén¢ nez
mez kluzu oceli or. Pfipadné vybocCeni by tedy bylo pruzné, a odpovidajici
bezpecnost vii¢i nému je

oy 2385

k = r = = 6,8 .
st o 417

4.5 Stabilita valcovych skoiepin

Nejprve si vSimneme ztraty stability vélcové tenkosténné skotepiny zatiZzené
v osovém sméru silou F, resp. osovym napéetim o, rovnomeérne rozlozenym podél
obvodu; plati F = o, x 27zRt. Roli hraje délka, resp. Stihlost skofepiny. Velmi
dlouha s§tihla trubka mize pti dosazeni kritického zatizeni vybocit podobné jako
prut (obr. 4.3), a Ize pouzit vztah (4.5).

U kratké skotfepiny mtize dojit k bouleni podle obr. 4.16a (mén¢ Casty ptipad) nebo
4.16b (Casté€jsi pripad; viz téZ fotografii na obalce této knihy). Nékdy také dojde
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Obr. 4.16. Zborceni valcové skorepiny zatizené osovou tlakovou silou [16].

k lokalnimu vybouleni nebo prolomeni u tenkosténné trubky zatizené ohybovym
momentem. Muzeme to naptiklad uvidét, ohybadme-li pryzovou hadici na vodu.

Kritické osové napéti pro velmi kratky valec, jehoz délka spliuje podminku / <
1,227(Rf) pii voln& podepienych okrajich nebo [ < 2,5V(Rf) pii vetknutych
okrajich, 1ze pocitat [8] podle vzorce pro Sirokou desku,

o, = k= 4.31)

koeficient k je roven 0,9 pro volné podepiené a 3,6 pro vetknuté konce.

Kritické osové napéti a osovou silu pro delsi valec Ize pocitat [8] podle vztahu

Et

Oy = k?, Fkr = 27Z'k12 . (432)
Koeficient stability k Ize pocitat v souladu s vysledky experimentt takto:
3/8
. [100(”] . (4.33)
7\ R

Dale uvedeme nékteré vztahy pro zborceni valcovych skotfepin radialnim tlakem
(napf. nadoby s vngjsim pretlakem). Zacneme ale nejprve s kruhovym prstencem;
kromé jiného proto, Ze rotacni tenkosténné skotepiny Casto pouzivaji vyztuzné
prstence kruhového tvaru.
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Stabilita kruhového prstence zatiZeného radidlnim tlakem (obr. 4.17).
Nejnizsi kriticka hodnota radialni sily p (N/m) pro zborceni kruhového prstence
jel7,8]

3EJ

= (4.34)

Prr =

>

a odpovida zdeformovani podle obr. 4.17. Za urcitych podminek se mlize vytvoftit
po obvodu prstence vEtsi pocet vin; tomu pak odpovida vyssi kritické zatizeni.

Obr. 4.17. Vievo: Zborceni trubky zatizené v radialnim smeru tlakem p.
Vpravo: Riizné tvary zborceni prstence zatizeného radialnim tlakem [7].

U nekterych konstrukei se uziva vyztuzeni ve tvaru €asti kruhového oblouku
podle obr. 4.18. Kritické¢ radidlni zatizeni pro zborceni oblouku s kloubové
upevnénymi konci je [8]

2 2
P (n i _1]; (4.35)

R3 0!2

o je uhel vradidnech a n je pocet vin na obvodé prstence (n = 1, 2,...).
Predpokladem pro pouziti vztahu (4.35) je, ze geometrie nebo upevnéni neumozni
vyboceni prstence z jeho roviny.

Pro rychlé posouzeni se také pouziva vyraz podle Dinika [8]:

E
Qi = R{K(a) , (4.36)

kde K(a) je tzv. koeficient stability kruhového oblouku. V tabulce 1 jsou uvedeny
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hodnoty K(&) pro rizné uhly o, a to pro konce oblouku volné otocné nebo

vetknuté.

Obr. 4.18. Ztrdta stability

kruhoveho oblouku zatizeného
tlakem q v radialnim sméru [7].

Tabulka 1. Koeficienty stability K(a) ve vztahu (4.35) podle Dinika [8].

24 30° | 60° | g0° | 120° | 150°| 180°
"ep; 143 35 15 8 47 3
[61€N, | 204 | 733 | 324 | 7| n5 | 8

Stabilita dlouhé trubky zatiZené vnéjSim pretlakem

Pro dlouhou tenkosténnou trubku vystavenou vnéjsSimu pietlaku po celém povrchu
bude kriticky radialni tlak pi. (Pa) o néco vyssi nez by byl kriticky tlak na kruhovy
prstenec, protoze se vrstvy vjeji stené nemohou v podélném sméru volné
deformovat — podobné jako pii ohybu desek. To lze zohlednit tak, ze ve vztahu
(4.34) zavedeme modul pruznosti pro dvouosou napjatost, E- = E / (1 — 7).
Pfihlédneme-li dale k tomu, Ze kvadraticky moment priifezu prstence J = b’/12
bude u dlouhé trubky o délce / roven /°/12, a nahradime-li radialni liniové zatiZeni
q tlakem p = ¢/I, dostaneme po upravé tzv. Bryanovu-Bressovu formuli [8] pro

kriticky tlak:
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. 3 3
E t x(
- =L =2£E"Z], (4.37)
pkr,oo 4 [Rj (dj

kde d je primér trubky. Rovnice (4.37) plati pro dlouhou trubku s volnymi konci,
pokud je jeji prufez dokonale kruhovy. Pti dosazeni kritického tlaku se kruhovy
zplosténi, takze ke ztraté stability dochazi pfi tlaku o néco niz§im. Ma-li prufez
pred zatizenim pfiblizné tvar elipsy s minimalni a maximalni délkou 0s dmin @ dmax,
1ze urcit korigovanou hodnotu kritického tlaku podle [16]

3 3
* t d._.
_2FE min_ | (4.38)
pkr,oo (d J [d J

max max

Stabilita trubky kone¢né délky zatiZzené vnéjSim pretlakem

Jednoduchou korekci formule (4.37) na vliv délky / u trubky s volnymi konci
navrhl Mayer [8]

3 4 3
Pir = E{Z(;J + ’;2(;) ‘Il} - (4.39)

Tento vzorec lze pouZit i pro pfedbézny navrh tloustky stény ¢.

Pro dlouhou trubku vyztuzenou tadou prstenci o roztecich / podle obr. 4.19 se
podle [8] doporucuje vztah
2E"J
o'l
kde / = 2ro. V kvadratickém momentu J* musi byt zahrnut i kvadraticky moment
prstence, a je nutno piihlédnout, ze se zméni i poloha vysledné neutralni osy.

AR RN (R
] Obr. 4.19. Dlouhd vailcova skorepina

vyztuzend Zebry a zatizend vnéjsim
pretlakem.
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Pro urceni kritického vnéjsiho pietlaku kratké nebo uzaviené valcové trubky bylo
navrzeno nékolik ptibliznych vztaht, viz napt. [8]. V norme US Exp. Model Basin
se doporucuje [8] vzorec

2
2,6E(;J /;
. 441
P = / p ( )
L o045 |t
d d

Jeho pouziti budeme ilustrovat v nasledujicim ptikladu podle [8].

Priklad. Vypocitejte kriticky vnéjsi pretlak pro valcovy tenkosténny plast’ kotle
opatieného dny, podle obr. 4.20, kde jsou uvedeny i rozméry. Predpokladany
modul pruznosti plasté je £ = 200000 MPa.

®
14 N
N
N “
% D
N N
N B
\ [ <
N S — —L 0br. 4.20. Viicovy plast kotle
1 1 *P f 1 vystaveny vnéjsimu pretlaku p [8].
/=1950 o

Reseni. PouZijeme vztah (4.41), kam v souladu s obrazkem dosadime nasledujici
bezrozmérové veliciny: d/h =100, I/d = 1,95, a I/h = 195.

2,6x2x10°x107*x107!

=2,92 MPa.
1,95 —0,45x107"

Pir =

POZNAMKA. Podobné jako u pruti zatizenych osovou tlakovou silou dochazi i u
realnych skotepin ke ztraté stability pii zatizeni i n€kolikanasobné niz§im, nez je
kriticka sila Fi, nebo kriticky tlak pir uvadény ve vzorcich (4.37) — (4.40). Pri¢inou
jsou opét rizné imperfekce, a pii navrhu je s tim nutno pocitat.

Pro snizeni nebezpeci vybouleni nebo prolomeni se tenkosténné skofepiny
vyztuzuji. Nékdy se sté€na vytvoii jako sendvi¢ (obr. 4.21): krajni vrstvy jsou
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Obr. 4.21. Priklady provedeni sendvicu.

v

z materialu o vy$§im modulu pruznosti a mezi kluzu, a mezi nimi je poddajngjsi a
méné pevna prostiedni vrstva naptiklad z pénového materialu nebo z vostin. Jejim
hlavnim ukolem je udrZet krajni vrstvy navzajem ve spravné vzdalenosti. Nékdy se
pouzije vlnity material. V takovych pfipadech lze pfi vypocltech uvazovat
ekvivalentni tloustku. To je takova tlouStka homogenni stény, kterd ma stejnou
ohybovou tuhost jako vySetfovana sténa vicevrstva. Dal$im zptisobem vyztuzovani
skotepin jsou Zebra.

4.6 Pouziti vyztuznych Zeber

Odolnost desek nebo skofepin proti ztrat¢ stability (vybouleni) pii tlakovém
zatizeni je mozné zvysit pouzitim vyztuznych zeber. Ta mohou byt jednoducha
(obr. 4.22, II) nebo s vyztuzenym okrajem (obr. 4.22, 1). Pfi vysokém tlakovém
napéti by totiz Zebro mohlo vybocit v nékterém misté do strany, a jeho vyztuzeni
tomu brani, takze ptislusné kritické zatizeni bude vyssi. Pozitivni vliv vyztuznych
Zeber spoCiva zejména v tom, ze vyrazn€ zvySuji moment setrvacnosti soustavy
,,skofepina + zebro®.

Provedeni a usporadani vyztuznych Zeber si vSimneme podrobnéji v kapitole 6.

L C

Cy

<y

7
1IN
/IL'I L

L

=

Obr. 4.22. Skorepina vyztuzena dvema typy zeber [16].
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4.7 Kriticky vnéjsi tlak pro kulovou skoi‘epinu
Je-li tenkosténnéd kulova skofepina zatizena vnéjSim pietlakem, dojde u ni podle
teoretického feSeni [16, 12] ke zborceni pii tlaku

2
- 2 , (4.42)

Prr =
2 2
R7\3(1—u”)
kde E je modul pruznosti a u Poissonovo ¢islo materidlu skotepiny, ¢ je tloustka

stény a R polomér nadoby. V dusledku rtiznych imperfekci dojde ke zborceni pii
nizsich tlacich.

Ur¢itou imperfekci je zploSténi, kdy skofepina pifipomind rotacni elipsoid.
Oznacime-li delsi a krat$i poloosu jako a, b, plati podle [16] pro kriticky vné&jsi
pretlak

2 \a

2 2
Dy =k Et(bj ; (4.43)
a

k je konstanta, zavisici na Poissonové Cisle. Pro = 0,3 je £ = 1,21. V idealnim
pfipade je a = b = R a vztah (4.43) piejde na (4.42).

Poznadmka. Pomér R/t u této, ale i u dalSich skofepin se n¢kdy oznacuje jako
parametr tenkosténnosti.

4.8 Pokritické chovani pruti, desek a skofepin

Pokritickym chovanim rozumime odezvu soucésti na zatizeni, které ptekrocilo
kritickou hodnotu [9, 17, 18]. Existuje zasadni rozdil mezi chovanim stihlého
tlateného prutu a chovanim stény nebo skofepiny. Deformace prutu po vyboceni
roste velmi rychle i bez dal§tho zvySovani zatiZzeni; prut nemé témét zadnou
pokritickou rezervu unosnosti. U stén je situace odliSna. Pii dosazeni kritického
zatizeni a prihybu stény se v jeji roviné objevuji membranova napéti, ktera jsou
disledkem rovinné deformace. Deformace stény nartsta se zatizenim, ale pomalu,
takZe rezerva unosnosti je velka. Sténu proto mizeme navrhnout tak, aby pracovala
v pokritickém stavu. Z hlediska hmotnosti tedy vyjde uspornéji, nez kdyby byla
omezena dosazenim kritického napéti.

U skotepin pfi monoténnim narlstu zatiZzeni rostou monotoéonné i pruzné deformace.
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Nékdy ale pti dosazeni urcitého zatizeni dojde v konstrukei k ,,lupnuti* a soustava
zaujme skokem novy tvar. Jako piiklad je na obr. 4.23 vlevo zndzornéna skofepina
tvaru plochého kulového vrchliku, zatizena tlakem p. Na obr. 4.23 vpravo je
odpovidajici diagram ,,sila — deformace®; sila F je ptfimo iimérnd tlaku p.

A Y

Obr. 4.23. Ztrata stability a pokritické chovani kulového vrchliku [9, 17].

Pti rustu tlaku se zvétSuje prithyb y skofepiny podle kiivky AB. Pti dosazeni bodu
B dosahlo zatizeni kritické hodnoty, a pii dal§im zvySeni zatizeni dojde k nahlé
zmén€ tvaru, cemuz v diagramu odpovida preskok z bodu B do B’. Skofepina se
dostala do nové stabilni polohy a dal§imu monoténnimu nardstu tlaku p odpovida
,»stabilni* priuhyb y, znazornény vétvi B'D kiivky na obr. 4.23. (N&kdy je tuhost pii
zatézovani v pokritickém stavu mensi nez pred dosazenim kritického stavu.)
Odlehcovani probiha po kiivee DC. V bod¢ C dojde k nahlé, ale opaéné zméné
tvaru (iseCka CC” na obrazku; dalsi odlehCovani probihd opét plynule po kiivce
C’A. Stavy na ktivce BC nejsou stabilni a neuskuteéni se pii monotonnim vzristu
nebo poklesu zatizeni. Pokud bychom uméle wvnutili skofepin¢ deformaci
odpovidajici neékterému bodu na kiivce BC, pak pii sebemensim impulsu piejde
skofepina do stabilniho stadia, kterému odpovida bod na vétvi AB nebo CD
v zavislosti na sméru impulsu.

Poznamka. Rozdvojeni rovnovazného stavu, kdy miZze nastat jeden nebo druhy
tvar, se oznacuje jako bifurkace.

4.9 ReSeni stabilitnich problémi metodou koneénych prvki

V této kapitole byly pro snadnéjsi pochopeni uvadény jednoduché analytické
vztahy pro vypocet kritického zatizeni v riznych ptipadech. Musime si ale byt
védomi, ze v disledku riznych imperfekci, zeyména nepiesnosti tykajicich se tvaru
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a mista pusobeni zatiZzeni a jeho pfenosu na soucast, mize k vyboc¢ovani dochazet
Jiz pti zatizeni o dost niz§im, nez je kritické. To plati obecné pro ztratu stability
tenkosténnych konstrukci. Spolehlivéjsi je dnes proto vysetfovani jejich tinosnosti
metodou konecnych prvka [19, 20] s pouzitim vhodného software, napt. [21-27].
Ten zpravidla nabizi dva postupy: linearni a nelinedrni. Uzivatel sdm musi
rozhodnout, ktery znich pouzit. Linedrni analyza pfedpovida teoretickou
unosnost idedlni elastické soucasti pii daném zpisobu zatizeni a okrajovych
podminkach. Jedna se vlastn¢ o klasickou analyzu podle Eulera (kap. 4.1), a
vhodnym postupem se stanovi kritické zatizeni. Z matematického hlediska se jedna
o nalezeni vlastnich tvarG [napf. n-ty tvar pruhybu prutu je wy, = sin (nv/l)] a
vlastnich hodnot (napf. Fi.n = n*2EJ/I?). Metoda kone¢nych prvki ale umozfiuje

vvvvvv

V dusledku riznych nedokonalosti (tvar, material, zatizeni) ale byvaji vypoctené
hodnoty vys$si nez zatizeni, pfi kterém skute¢né dojde ke zhrouceni.

Pozndmka. Vlastni tvary deformaci pii ztraté stability pruzného télesa souvisi
s vlastnimi tvary (a frekvencemi) obdobného télesa pti rezonanci.

Chceme-li se dozvédét vice o deformacich a napétich, poptipadé o zplisobu, jakym
by konstrukéni dil mohl selhat, musime uzit tzv. nelinedrni analyzu, ktera

umoziuje pracovat s velkymi deformacemi. Pfi této analyze probiha vypocet po
krocich. Na pocatku je konstrukci udélena pocatecni imperfekce (naptiklad velmi
mala deformace anebo vyoseni plsobici sily) a po malych krocich je postupné
zvySovano zatizeni. Pro kazdy pfirGstek zatizeni se vypocitd pozménény tvar
soucasti a prepocte se matice tuhosti konstrukce, ktera se pak uzije v nasledujicim
kroku. Velikosti pfirGstki bud’ definuje uzivatel, nebo jsou pfifazovany
automaticky programem. Kritické zatizeni je takové, pii kterém konstrukce ztraci
stabilitu, takze velmi maly pfirtstek zatizeni zpisobi veliky ndrast deformaci.
Nelinearni analyza umoznuje vySetfovat chovani také v pokritickém stavu,
naptiklad u skofepin, kdy pii dosaZeni nejnizSiho kritického zatizeni dojde ke
zmeén€ tvaru (napf. vybouleni). Ale i potom je soucast po urcitou dobu schopna
vzdorovat zvySovani zatizeni.
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5. Teplotni napéti v tenkosténnych prvcich

Vliv zmén teploty na tenkosténné a $tihlé soucasti ukaZzeme na nékolika piipadech.
5.1 Dlouha ty¢ pii zméné teploty

M¢jme ptimou homogenni ty¢ délky L s konstantnim prufezem S. Zméni-li se jeji
teplota v celém objemu z To na T, zméni se délka volné tyce o

AL=a(T-Tol =aAdTL, (5.1)
kde «je teplotni soucinitel délkové roztaznosti.
JestliZze upevnéni tycCe zabrani volnym dilatacim, objevi se v ni napéti o velikosti

c=aAdTE (5.2)
a celkova sila

F=aATES. (5.3)

Pfi ochlazeni je tato sila tahova, pfi ohfevu tlakova. Vysoké tahové napéti by
mohlo zplsobit az pietrzeni tyCe. Naopak tlakova sila by pfi dosazeni kritické
hodnoty (4.5) vedla u stihlé ty¢e k vyboceni, jak bylo ukazano v kapitole 4.
Dutlezitou roli hraje zptsob upevnéni koncu tyce (obr. 4.3), a také momenty
setrvacnosti prafezu v ohybu ve dvou hlavnich smérech, Ji, Jo.

Kombinaci rovnice (5.3) a vztahu (4.5) pro kritickou silu dostaneme odpovidajici
kritickou hodnotu zvyseni teploty tyce, pfi které mize dojit k jejimu vyboceni:
2 2
°J /4
ATy, = 5 = 5 ; (5.4)
aly”S ak

J je moment setrvacnosti prufezu, lo je tzv. vzpérna délka, vysvétlena v kapitole 4,
a A je tzv. Stihlostni pomér tyCe, definovany vztahem (4.9). K vyboceni dojde ve
sméru, ke kterému je moment setrvacnosti nejnizsi. Je-li zvySeni teploty vétsi nez
ATy, roste délka tyCe a tedy i jeji prohnuti pfi konstantni vzdalenosti opor, ale sila
jiz téméf nestoupa. U prutu s otevienym tenkosténnym prufezem mize byt
vybocovani spojeno i s jeho zkrucovanim. Dulezitou roli hraji také imperfekce,
naptiklad pocatecni zakiiveni prutu z vyroby nebo excentricita pisobici sily;
v takovych ptipadech dochazi k postupnému prohybani i pii nizSich zatiZenich.
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Obecné lze vypocitat velikost prohnuti a napéti odpovidajici predpokladané zméné
teploty. Vice o téchto otadzkach 1ze najit v kapitole 4 a literatufe tam citované.

5.2 Dlouha ty¢ se spadem teplot napiic tloust’kou

M¢jme homogenni ty¢ tloustky t. Hofejsi povrch ma teplotu T1, spodni mé teplotu
T2 < Ti. Je-li rozlozeni teplot napfi¢ tloustkou linearni, prohne se volna ty¢ do
tvaru kruhového oblouku (obr. 5.1a). Ob¢ ¢ela sviraji tihel ¢. Osa prohnuté ty¢e ma
polomér R, hofejsi povrch ma polomér Ry =R + /2 a délku L1 = (R + t/2) ¢, spodni
povrch ma polomér R, = R — /2 a délku L, = (R — t/2) p. Rozdil délek, AL = L1 — L»
= to, byl zplsoben rozdilem teplot AT = T; — T, takze plati také AL = a ATRe.
Porovnanim obou vyrazi pro AL dostaneme polomér kiivosti osy tyce [3, 4]:

R-_t (5.5)

a AT

Tyc¢ je prohnutd, ale neptisobi v ni zadné napéti. (Podobnym zpiisobem se prohne
napriklad i dlouhd kosmickd lod, je-li jeji jedna strana trvale ozdiena Sluncem.)

Je-li ty¢ upevnéna tak, Ze se nemuze prohnout, objevi se v ni napéti linearné
rozloZzené napii¢ tloustkou (obr. 5.1b). Toto napéti vyvozuje moment, ktery
eliminuje diive zminéné zaktiveni volné tyce; plati
1 M
== (5.6)
R EJ
E je modul pruznosti vtahu a J moment setrvacnosti prufezu v ohybu. Pro
obdélnikovy priifez o $ifce b a tloust'ce t ve sméru spadu teploty je J = bt3/12.

Obr.5.1. Ty¢ s linedarnim spadem
teplot napric tloustkou t. a —volna

ty¢, b — ty¢ bez moznosti prohnuti.
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Odpovidajici napéti ve vzdalenosti z od neutralni oSy je
o(2) = a[Ty —T(2)]E, (5.7)
kde T je stiedni teplota tyce a T(z) je teplota ve vySetfovaném misté:

T, +T,
2

T(2) = U —Tz)% = Tsy — AT% ' (5:8)
V ose tyCe je napéti rovno nule, na chladnéj$im povrchu (z = —t/2) plisobi tahové
napéti o1 = 2 AToE, na teplejSim povrchu (z = +t/2) plsobi stejné velké napéti
tlakové, o = — Y2 AT aE.

5.3 Kruhova deska pri zméné teploty

Uvazujme tenkou kruhovou desku o tloust'ce t a poloméru a. Je-li zména teploty
stejna v celém objemu a deska je volnd, potom se vSechny jeji rozméry zvétsi
V poméru a AT a tvar se nezméni. Je-li vetknuta do tuhé konstrukce, vznikne v ni
dvojosa izotropni napjatost S napétim [3, 4]:

ATE
1-p
Pti ohtati bude toto napéti tlakové, a pokud dosahne kritické hodnoty
t 2
oy = CE () , (5.10)
a

zaéne se deska prohybat [1, 2]. V tomto vztahu je E" = E/(1 — £A) je redukovany
modul pruznosti pro desky, a konstanta ¢ pro vetknuty okraj je ¢ = 14,68. Radialni
napéti ve vztahu (5.9) dosahne kritické hodnoty pro zménu teploty AT Z rovnosti
tohoto vztahu a (5.10) dostaneme zvyseni teploty odpovidajici zacatku bouleni:

2
C t
AT, = ¢ [t} 5.11

& a(lw)(aj -

Tenka kruhova deska s linedrnim spadem teplot napiic¢ tloustkou

Situace je podobna piedchozimu piipadu a plati také obr. 5.1b.
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Volna deska

Tato deska se prohne do tvaru ¢asti kulové plochy o poloméru R daném vzorcem
(5.5), a neptsobi vni Zadné napéti. (Podminkou je, Ze jeji prihyb je maly ve
srovnani s tloustkou; v opac¢ném piipad¢€ se objevi i membranova napéti.)

Prohnuti je znemoznéno

Je-li n¢jakym zplisobem zabranéno prohnuti, ma-li deska napiiklad vetknuté okraje
nebo je celou plochou pevné spojena s tuhym podkladem, vzniknou v ni napéti
vradidlnim 1 obvodovém sméru. Ma-li vetknuty okraj, bude v ném pusobit
v radidlnim sméru ohybovy moment tak velky, Ze eliminuje zakiiveni desky
vyvolané teplotnim spadem napfti¢ tlousStkou. Deska zilistane rovna a napjatost je
izotropni rovinna, s radialnim momentem na jednotku $itky vetknutého okraje [4]:

M’ = “AT(ltﬂ‘)D, (5.12)
kde
3
D - Eitz (5.13)
12(Q- u%)

je jednotkova ohybova tuhost desky. Radidlni napéti je rozlozeno linearné napfic
tloustkou desky; je rovno nule ve stiedni rovin€, a maximalni na povrchu [4]:

6M' _ AT E (5.14)

(o o o .
max '[2 2 1—,U

Na chladné&j$im povrchu piisobi napéti tahové (znaménko +), na teplej$im povrchu
tlakové (znaménko —).

Mrw

5.4 Obdélnikova deska s linearnim spadem teplot nap¥i¢ tloust’kou

Volna obdélnikova deska se spadem teplot napii¢ tloust’kou

Tato deska se prohne; jeji stfed se vybouli smérem k vyssi teploté. V mistech
vzdalenych od okraji se deformuje do tvaru ¢asti kulové plochy o poloméru daném
vztahem (5.5).

Okraje desky jsou volné podepiené

Deska se mtize na okrajich pootacet ve sméru kolmém k okraji. Je-1i hotejsi povrch
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teplejsi, stfed desky se prohne ve sméru vysSSi teploty (obr. 5.1a). Pomérna
prodlouzeni ve vzdalenostiz od neutralni roviny zavisi na pomérnych
prodlouzenich &, &,0 @ polomérech kiivosti Ry, Ry této roviny (tj. pro z = 0):

L2 (5.15)

Z
8x:‘9x,0 +—, & y,0 R
y

X

y =¢

Je-li deska upevnéna tak, e se nemiize prohnout, je v piislusném sméru 1/R = 0.

Okraje desky jsou vetknuté, prihyb je znemoznén

V mistech vzdalenych od okraji je dvouosa izotropni napjatost a plati ox(z) = oy(2)
= 0(2), &(2) = &(2) = &2). Pomérna prodlouZeni jsou souétem prodlouzeni od
napéti (podle Hookeova zakona) a od teplotnich deformaci [1, 5]:

&x(2) = ( ) — v [0x(2) —1(2)oy ()] +eT(2) = To I (5.162)

&y(2) = — oy (2) ~u(2)ox (D)]+[T(2) = To] - (5.160)

E()

E je Younglv modul, u# je Poissonovo ¢islo, « je délkovy soucinitel teplotni
roztaznosti, T je okamzitd teplota a To je pocatecni teplota, pii které jsou teplotni
napéti rovna nule. Z rovnic (5.16a, b) lze vyjadtit napéti jako funkce pomérnych
prodlouzeni [5]:

E(z)

x()— [€x(2)+u(2)ex(z) A+ u) [Ty -T(2)]] (5.17q)

oy (@) = E() [ @)+ (@D, (2) - At walTy-T(@)])-  G17b)

5.5 Tenka kruhova deska s teplejsi centralni oblasti

Necht' u tenké kruhové desky srovnomérné rozlozenou teplotou dojde v malé
centralni ¢asti o poloméru a k nartstu teploty o AT. Uvnitt ohfaté ¢asti pusobi v
radialnim a obvodovém sméru tlakové napéti

or= o = Y2 adTE. (5.18)
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Vn¢ této oblasti ve vzdalenosti r od osy plati pro radialni a obvodové napéti
o, ot = Y5 adATE a%lr?, (5.19)

pric¢emz radialni napéti je v tomto piipadé tlakové a obvodové napéti je tahové. Na
hranici ohtaté oblasti ptisobi maximalni smykové napéti %2 aATE.
Pfi urcité velikosti tlakového napéti v radidlnim sméru mtze dojit k vybouleni

desky. Pii tloustce t a poloméru centralni ¢asti a je kriticka velikost radialniho
tlakového napéti [6]:

2
Ori = E 2(;) , (5.20)
— U

kde k = 0,35 pfi volné podepienych okrajich, a k = 1,22 pfi vetknutych okrajich.
V piipadé ohtaté centralni ¢asti bude k blize k hotejsi hodnoté. Kombinaci vztahu
(5.18) a (5.20) dostaneme, Ze vybouleni 1ze ocekavat pii ohfevu centralni ¢asti o

2
AT, = 27k2 (t) . (5.21)
al—u)\a

Podobna situace mize nastat u soucasti s povlakem, u kterého v nékterém miste
doslo k lokalni delaminaci. Je-li povrch povlaku ohiivan, prestup tepla z n&j do
substratu je v tomto misté ztizen a povlak se zde ohtiva vice nez v okoli — vznika
tzv. horka skvrna (hot spot) s vysokym tlakovym napétim v roviné povlaku, ktery
se zde muze vyboulit jako deska (obr. 5.2). Na okraji delaminace pak vznika
koncentrace napéti podobné jako v koteni trhliny. Za urcitych podminek se mutize
a lomova houzevnatost rozhrani. Situace je podrobnéji rozebrana v [7 — 9], kde
jsou téz odkazy na dalsi prace.

|
a I 2a }
Obr. 5.2. Delaminace povlaku v miste

r__% vzdaleném od okraje. a — geometrie,

L=}

b I ¢ ‘ I b — horka skvrna, poméry pri bouleni.
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Napéti v tenkém kotoudi a ty¢i s osove symetrickym rozloZzenim teplot

Je-li tenky kotou¢ o poloméru R ohfivan osoveé symetricky (a rovnomérné napiic
tloustkou), takze teplota v ur¢itém misté je funkci pouze vzdalenosti r od osy, je
radialni a obvodové napéti ve vzdalenosti r [5, 10]:

17 17
o =aE| = [Trdr—=[Trdr |, (5.22a)
R*% o
1 R 1"
oy=aE|-T+— [Trdr—=[Trdr |, (5.22b)
R"% o

kde R je polomér disku a T je teplota ve vzdalenosti r od osy (minus teplota
nejchladnéj$iho mista disku). Zaporny vysledek znaci tlakové napéti. Napéti
V osovém sméru je rovno nule.

Pro dlouhou ty¢ kruhového priifezu o poloméru R miZzeme pro radialni a obvodové

napéti pouzit vztahy (5.22), jestlize v nich misto E dosadime E/(1 — x). Navic se
objevi napéti o; v 0sovém sméru. Je-li ty¢ volna, plati [5]:

R
o, = 1“—E éjTrdr—T : (5.23a)
—H

Jestlize vetknuté konce znemozni dilatace v osovém smeéru, je 0Sové napéti rovno

aE
o, =

R
- 2E [ 2 e o7 | (5.23b)
1-u4\ R

5.6 Tenkosténna valcova trubka p¥i zméné teploty

Necht’ tenkosténna trubka o poloméru R a tloust'ce stény t « R je vystavend zméné
teploty. VSimneme si zde tfi pfipadi: 1) je Upln¢ volna, 2) ma konce vetknuté
Vv tuhé konstrukei, 3) vnitfek trubky ma odliSnou teplotu nez vnéjsek.

1. Trubka je volna

Pfi zvySeni teploty rovnomérné v celém objemu o AT se polomér trubky zvétsi o
AR = RaAT. Primér se zvétsi o Ad = 24R a délka L se prodlouzi o AL = LaAT.
V podobném poméru se zvétsi i tloustka stény. Zadna napéti ani sily nevzniknou.
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2. Trubka ma konce vetknuté v tuhé konstrukci

Ma-li trubka v celém objemu konstantni teplotu, zméni se jeji pramér v mistech
dostate¢né vzdalenych od koncti o AR = RaAT. Objevi se zde také rovnomérné
rozlozené osové napéti o velikosti oa = aATE; index a znaéi axialni. Doslo-li ke
zvySeni teploty trubky, bude toto napéti tlakové; v opacném piipade bude tahové.

vvvvvv

(axidlnim) sméru se kromé zminéného membranového napéti objevi jesté napéti
ohybové, s maximalni hodnotou na vné&j$im a vnitinim povrchu [3, 4]

Coa = £182a AT Ee P (sin fx—cos ). (5.24)

kde konstanta S byla definovana vzorcem (3.29) v kapitole 3. V obvodovém sméru
bude plisobit napéti membranové, rozlozené napfic¢ tloustkou rovnomeérné,

Orm = @ AT Ee ™ (cos fx +sin fX) (5.25)
a napéti ohybové

Oip = HOpq - (5.26)
Vysledné obvodové napéti na povrchu je rovno souétu obou slozek,

at(X) = atm(X) + otp(X) . (5.27)

3. Vnitiek trubky mé odliSnou teplotu nez vnéjsek

Teploty vnégjsiho a vnitiniho povrchu jsou T: a T, (obr. 5.3). V nejjednodussim
ptipadé je spad teplot mezi obéma povrchy linearni. Je-li trubka vetknuta do tuhé
konstrukce nebo je-li volna, bude v mistech vzdalenych od ¢el plisobit v osovém
sméru napéti

o(x,2) = a[Ty —T(x,2)|E/1- w), (5.28)

kde z je vzdalenost v radidlnim sméru od stéedni plochy. Je tedy rozloZzeno podobné
jako ohybové napéti v Sirokém nosniku. Maximalnich hodnot nabyva na povrchu:

6M" _ | a(-T)E (5.29)

(o} = I T
max t2 2(1_ﬂ)

Znaménko plus (tahové napéti) odpovida chladnéj$imu povrchu, znaménko minus
a tlakové napéti odpovida teplej$imu povrchu. Jednotkovy moment M‘ ma rozmér N.
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1
a8

Obr. 5.3. Tenkosténna trubka

-
|

PFi spadu teplot napric sténou.

‘ N
R \ Rozlozeni napéti na volném
.‘L okraji a pridavny moment M.
N
N
X

=

L

vvvvvv

napéti rovno nule. Toho docilime, ptilozime-li k volnému &elu napéti rozlozena
stejné jako podle rovnice (5.28), ale opa¢ného smyslu, tj. pfilozime-li zde ohybovy
moment rovnomérné rozlozeny podél obvodu (obr. 5.3), 0 jednotkové velikosti [3]:

M = a (T-TEt* (5.30)
12(1- p)

Jeho ucinkem dochazi ke zméné poloméru trubky, ktery se méni se vzdalenosti X
od volného ¢ela takto [1, 3, 5]:

1

__ M i (5.31)
u 2,82De (cos px —sin px),

Sje dano vztahem (3.29). Nejvétsi zména poloméru je na volném konci (X = 0):
M 1

_ ; (5.32)
23%D

Upax =

odpovidajici obvodové napéti v tomto miste je

__ M E_ a-THE [ 5 . (5.33)
Go,max Z,BZD R 2\/§(l—lu) 1 2]

ohybovy moment M* je dan vztahem (5.30). Soucasné plisobi ohybové momenty i
V obvodovém sméru, nebot’ prafez trubky zlstava kruhovy. Tyto momenty maji
velikost
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. a(l'l—TZ)EtZ. 5.34
MM = T 30

Nejvyssi teplotni napéti piisobi v obvodovém sméru na vnej$im povrchu trubky a
sestava ze tii slozek [3 — 5]: 1) napéti dané vztahem (5.29), 2) obvodové napéti
uréené vztahem (5.33), a napéti vyvolana ohybovymi momenty (5.34). Celkové
napéti na povrchu je tedy:

_a(-TE [, N1-4*

Omax = 21— 1) \/g

Naptiklad pti 4 = 0,3 bude maximalni napéti vyssi o 25% nez napéti v mistech
vzdalenych od cel; pfi ¢ = 0,2 bude vyssi dokonce o 35%. Pokud by trubka byla
z kiehkého materialu a méla na Cele trhlinu, mohla by tato trhlina pfi dostatecné
velikosti napéti rast, a to v osovém sméru. ZvySeni napéti ma mistni charakter; ve
vzdalenosti x > 3V(Rt) od konce jiz bude napéti prakticky shodné s napé&tim (5.28).

P (5.35)
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6. Navrhovani tenkosténnych konstrukci

V této kapitole se podivime na navrhovani zné€kolika hledisek. Nejprve si
v§imneme riznych konstrukénich feseni, dale vysvétlime, jak lze pomoci
rozmérové analyzy a teorie podobnosti ziskat vice informaci a vyuzit jeden navrh
ve vice pripadech, a nakonec ukazeme, jak lze pii navrhu sniZzit nejistoty zptisobené
nahodnym kolisanim nékterych veli€in.

6.1 Konstrukéni reSeni

Konkrétni konstrukéni provedeni zavisi na ucelu soucasti. V nekterych odvétvich
se ustalila feseni typickych casti s charakteristickym namahanim. U letadel se jedna
o Casti trupu nebo kiidel, u automobilti nebo vlaki to jsou casti karosérii nebo
podvozkl, ustalené tvary mivaji tlakové nadoby a nadrze, nebo dilezité¢ dily
kovovych mosti a dalkovych elektrickych vedeni. Napjatost tenkosténnych
konstrukci s dirazem na aplikace v letecké technice je probirana v sérii skript
CVTS z cyklu Stavba strojii [1 — 5] a v monografiich [6 — 8]. Praktickymi otazkami
navrhovani a dimenzovani konstrukci pro chemicka zatizeni, vCetné vypocetnich
vztahti a diagrami, se zabyvaji knihy [9 — 10]. Skofepindm jsou vénovany
monografie [5, 11 — 14]. Uzite¢né informace lze najit i v normach, napt. [15 — 21].

Velkou roli hraje material a technologie vytvoreni tenkosténné soucasti, véetné
spojovani s dal§imi dily (svafovani, Sroubovani, nytovani, lepeni). Pti usporadani a
dimenzovani je nutno piihlizet k zakladnimu charakteru silového putsobeni.
Soucasti ur€ené pro prenos tahové nebo tlakové sily by mély mit mezi jejimi
pusobisti jednoduchy, pokud mozno pfimy tvar. Zakiiveny tvar zpisobuje ptidavny
ohyb, ktery mize prispét ke ztraté stability, ostré zafezy zase vyvolavaji
koncentraci napéti. Soucasti namahané tlakovou silou lze zatéZovat az do meze
kluzu, pouze jsou-li kratké a masivni nebo tlustosténné. U tenkosténnych nebo
Stihlych soucasti existuje riziko zborceni. Pro pfenos spojitého zatizeni v tecném
sméru se pouzivaji desky nebo skofepiny o relativné velké Sifce, které byvaji
vhodné vyztuzeny, napiiklad pomoci podélnych vyztuh piipojenych ke sténé,
vytvofenim prolist (obr. 6.1), pouzitim vlnitého plechu anebo sendvicového
uspoiadani (obr. 3.3 v kapitole 3).
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Obr. 6.1. Ruiznd usporadani vyztuzeni tenkych sten [1, 5].

Dtlezitym materidlem tohoto typu pro nékteré aplikace je vlnita lepenka na bazi
papiru (obr. 3.4 v kap. 3). Ta se uziva hlavné na rizné obaly, protoze tlumi G¢inky
narazu na prepravovany piedmét tim, jak se postupné borti jeji jadro. Jsou ale
mozné i jiné materialy.

V mistech piisobeni vnéjSich sil byva nutné soucast zesilit. Je vhodné&jsi zavadét
vnéjsi sily do desek nebo skoifepin v te¢ném sméru nez kolmo k povrchu, aby
vyvolavaly spise membranova napéti nez ohybové momenty. Casto ale je nutny
jisty kompromis, takze soucasné€ plisobi te¢na i norméalova sila. Jako ptiklad vidime
na obr. 6.2a kulovou nadrz na vodu na Sesti podporach. Kazdy spoj skofepiny
s jednou nohou ptenasi Sestinu tihy naplné a skofepiny, Gi1 = (Gn + G;)/6. Tato sila
se rozlozi na slozku N1 ve sméru normaly a ve sméru te¢ny, T1 (obr. 6.2b), a plati:

N; =G sin «, T, =G1c0s . (6.1)

a) b)
Obr. 6.2. a) Upevneni kulové nddrze na podperach. Vodojem Ohrazenice
u Turnova (vlevo v pozadi Jestéd), b) sily v misté spoje nohy a skorepiny.
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Osamgélé sily se zpravidla zavadéji do tenkych stén na vétsi ploSe, anebo se dané
misto lokaln¢ zesili (obr. 6.3), aby zde nevznikla nezadouci koncentrace napéti, jez
by snizovala inosnost celého dilu nebo jeho odolnost vic¢i tinavé. Pii urcovani
velikosti zesilené oblasti lze vyjit z piibliznych vztaht [9] pro rozlozeni
maximalniho napéti na povrchu hladké skotfepiny v okoli osamélych sil:

amaX(P,r)=J_rl,43tF;InR; Gmax(Q,f)=i0,26tQ : (6.2)
r r

kde R je polomér skofepiny, t je tloustka stény, a r je vzdalenost vySetfovaného
mista od pusobisté sily.

Obr. 6.3. Zesileni skorepiny V puisobisti lokdlni sily a) normdlové, b) tecné [9].

V nasem ptipadé na obr. 6.2b je P =N; a Q = Ti. Vztahy (6.2) byly odvozeny pro
bodové sily plsobici na nezesilenou valcovou skotfepinu o tloust’ce t, a neplati ve
velmi malych vzdalenostech od jejich ptisobist. Hranice zesileni skofepiny by méla
byt zhruba v mistech, kde se napéti (6.2) blizi k dovolené¢ hodnoteé. Podrobnéjsi
vztahy zaloZené na analytickém feSeni lze najit v [9, 38, 39]. Ptesnéjsi hodnoty,
s pfihlédnutim k charakteru pfenosu sily, se ziskaji metodou kone¢nych prvki.

Obr. 6.4. Vyztuzeni vilcové skorepiny siti vaéjsich integrdlnich Zeber [9].
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U nosnikll s otevienym prifezem je nutné zavadét vnéjsi pficné zatizeni do tzv.
sttedu smyku (obr. 1.16, 1.17), aby nedochdzelo ke zkrucovani pticného prafezu.

Hlavnim nebezpecim pro tenkosténné nosniky nebo skofepiny nebyvd namahani
tahové, ale tlakové. Jestlize tlakova sila nebo napéti dosdhne kritické hodnoty,
muze dojit ke ztraté stability a k vyraznému zdeformovani dané soucasti, coz mize
zhors$it nebo znemoznit jeji funkci. Vysoké napéti mize zpUsobit trvalou zménu
tvaru, popiipadé zhrouceni nebo lom celé konstrukce. Pro snizeni tohoto nebezpeci
se pouzivaji rtzné vyztuhy a Zebra. Obrazek 6.4 ukazuje valcovou skofepinu

X

Yoz
Loz

Yo
Loy

)
"oz

fh?}r fz,uz

Obr. 6.5. Vyztuzeni tenkosténné valcové skorepiny siti ortogondlnich Zeber [9].

Obr. 6.6. Priklady vyztuzeni vik nadob
ve tvaru plochého kulového vrchliku [9].
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vyztuzenou venkovnimi prstenci pro zvySeni odolnosti vii¢i vné&jsimu pretlaku, a
obr. 6.5 ukazuje fez tenkosténnym plastém trupu letadla vyztuzenym zevnitt
soustavou Zeber v osovém a obvodovém sméru. Na obr. 6.6 jsou dva priklady vik
ve tvaru plochého kulového vrchliku vyztuzeného vnéjsimi Zebry.

U tenkych nosnikli 1ze odolnost pasnic vii¢i bouleni zvysit tim, Ze se na nich
vytvofi lemy nebo prolisy (obr. 6.7); viz téz obr. 1.14 a ptiklad v kapitole 1.2. U
siln¢ zatizenych desek a skofepin se osvédcuje tzv. integralni uspotradani (obr. 6.4 a
6.8), kde podélné vyztuhy jsou soucasti tlustsi stény. Takovéto usporadani
umoziuje pienos normalovych i smykovych zatizeni ptisobicich v roving stény.

== r r- _..:

-
B I
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Obr. 6.7. Priklady vyztuzovani tenkych Zeber a skorepin [5].

Integralni stény (obr. 6.8) se nékdy vyrab&ji lisovanim, odfrézovanim nebo
elektrolytickym obrabénim (odleptdnim) z masivnéjsSich desek, anebo naopak
aditivnim zptusobem 3D tiskem.
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Obr. 6.8. Priklady integralnich stén vytvorenych odleptanim [9].
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Slabsim mistem tenkosténnych skofepin s otevienym prufezem byvaji jejich
okraje, které se proto riizn€ tvaruji. Pfi navrhovani musime mit na paméti, ze
vyboCeni zpravidla zacina na stran¢, kde pusobi tlakové napéti. To se tyka mj.
ohnutych okraji tenkosténnych U-profili namahanych ohybem, zejména ptisobi-li
Vv pasnicich tlakové napéti. Na obr. 6.9 jsou uvedeny tii ptiklady vSudypiitomnych
aplikaci: dv€ nadobky na jidlo, a vidlicka pro jednorazové pouziti. VSechny tyto
velkou pozornost, mj. proto, aby dosahli co nejnizsi hmotnost. Nékdy se miizeme
inspirovat i vécmi kolem nas.

Obr. 6.9. Priklady tvarovani tenkosténnych predmétii pro zvyseni tuhosti.

Tenkosténné oteviené nosniky a soucasti byvaji mén¢ odolné vici krouceni. Jejich
tuhost 1ze zvysit pomoci vhodné rozmisténych antideplanatorti (obr. 6.10) nebo
ruznych prepazek; viz téz kapitolu 2.

Obr. 6.10. Antideplandtory pro zvyseni torzni tuhosti otevicenych profilit [5].

Existuje-li nékolik moznych zptsobll nebo tvart ztraty stability, nastane nejdiive

Tvvr

zakladni stény (resp. potahu) a malé rozte¢i podélnych vyztuh mutze kritické
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tlakové napéti ve sténé dosahnout stejné hodnoty, jako ma kritické napéti vyztuh.
Podobna situace je pfi namahani krutem. Proti skofeping, vyztuzené profily, jez
témef neprispivaji ke zvySeni momentu tuhosti v krutu, jsou vyhodné&jsi sendvicové
stény (obr. 3.3) nebo vyztuzeni souvislym vlnitym plechem po celém obvodu
dutiny. U té€chto konstrukci se uplatni vSechen nosny material, takze se dosahne
mnohem vyssi tuhosti v krouceni a inosnosti.

Ztrata stability pfedstavuje velmi Sirokou problematiku, ktera presahuje zaméteni
této knizky. Jednoduché vztahy pro vypocet kritického zatizeni byly uvedeny
v pfedchozi kapitole. Postupy pro dimenzovani a kontrolu konstrukci jsou také
obsazeny v riiznych normach CSN, ISO, ASME, APIL, nebo v tzv. Evropskych
normach EN, napf. [15 — 21]. Normové postupy vychazeji zteorie, ale také
Z rozsahlych zkuSenosti, Casto draze zaplacenych. Napftiklad u prutd, které budou
zatizeny tlakovou silou, se nejprve provadi kategorizace podle tvaru prufezu a jemu
odpovidajiciho mozného zptisobu zhrouceni — zda se bude spise jednat o prohnuti
celého prutu anebo o lokalni vybouleni piirub ¢i stojiny [15, 16]. V normach se
také piihlizi k obvyklym neptesnostem vyroby. Normy byvaji zavazné tam, kde by
havarie mohla mit velmi zavazné nasledky (velké konstrukce, letadla, zeleznice,
mosty, tlakové nadoby), ale nékdy je to pouze véc dohody mezi vyrobcem a
zakaznikem. Vyhodou norem je, ze jsou obvykle vysledkem spoluprice mnoha
odbornikli, ¢asto zrlznych zemi, a jsou zaloZené na podrobné analyze a
experimentalnim oveéfovani. VSeobecné piedstavuji normy ucinnou cestu k ziskani
bezpe¢nych konstrukci. Vyhodou pro inzenyra i pro vyrobce nebo stavitele je to, ze
navrh a vypoéty podle osvédcenych postupil a vzorcu (resp. s pouzitim prislu§ného
programu) jsou piimocaré a jednoduché. Kromé toho, jestli se konstrukce zfiti a
projektant muze prokazat, ze udélal vSechno v souladu s normami, nemiize byt
stihan. Naproti tomu, navrh podle norem byva konzervativni, a normy nefesi
vSechny moznosti. V takovych piipadech mohou jiné ptistupy, zalozené na analyze
metodou konec¢nych prvki, byt vhodnégjsi.

6.2 VyuZiti podobnosti a bezrozmérovych veli¢in pri navrhu

Navrhované soucasti a konstrukce, velké i malé, si jsou nékdy podobné. Také
vypodetni vztahy byvaji v nékterych piipadech podobné. Casto zkoumame chovani
télesa na pocita¢i nebo na hmotnych modelech. Pfi tom nam miize praci usnadnit
rozmérova analyza a teorie podobnosti. Ty umoziuji zjednodusit experimenty i
pocitacové modelovani, zmensit jejich rozsah, ucinit vysledky obecnéjSimi a také
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prebirat vysledky ziskané u podobnych konstrukci. Toto téma je probirano
podrobnégji ve volné dostupnych knihach Aplikovana mechanika materidla [23] a
Zaklady experimentalni analyzy [24], a proto zde uvedeme jenom hlavni pravidla.

Kazda fyzikalni veli¢ina je popséana ¢iselnou hodnotou a jednotkou; naptiklad 3m.
Ciselna hodnota ¥ik4, kolikrét je vySetfovana veli¢ina vétsi nez jeji jednotka. Kazda
rovnice, ktera popisuje fyzikalni jev, musi byt rozmeérové homogenni: jeji leva
Strana musi mit stejny rozmeér jako prava strana. Homogenita rozméri by se méla
kontrolovat vzdy pii odvozovani a pred pouzitim nového, jeSté neoveéfeného
vztahu, nebot’ nas mlize upozornit na zavazné chyby.

Témet kazdou fyzikalni rovnici lze pretransformovat na bezrozmérovy tvar. Pouziti
bezrozmérovych veli¢éin ma tadu vyhod. Fyzikalni rovnice, vyjadiené jejich
prostfednictvim jsou obecnéj$i. Napiiklad pomérné posunuti (y/yo) nebo
prodlouzeni (Al/l) nezavisi na jednotlivych veli¢inach y a yo, ale na jejich poméru.
Bezrozmérové veli¢iny umoznuji kombinovat vysledky experimenti vykonanych
se vzorky o rizné velikosti a pfi riznych zatizenich, kdy jedinou podminkou je
jejich spravna kombinace. Pro formulovani uréité zavislosti tak Ize vyuzit vice dat
a Sirsi rozmezi parametrd. Vysledky vyjadfené v bezrozmérové formé jsou také
univerzalnéjsi, pouzitelné pro celou tfidu podobnych objektd, s podobnou
geometrii nebo fyzikalnimi vlastnostmi. Pouziti bezrozmérovych veli¢in mize téz
uSetfit experimentalni praci, protoze obvykle plati:

Vztah N velidin, jejichZ rozméry lze vyjadiit pomoci D zdkladnich rozméri, Ize
nahradit vztahem mezi P = N — D bezrozmérovymi parametry.

Vyhodu tohoto piistupu uvidime na nésledujicim ptikladu.

Piiklad. Chceme zjistit méfenim, jak zavisi zatizeni na =zacatku bouleni
tenkosténného ohybané¢ho U-profilu, zatizen¢ho tlakovou silou, na jeho
parametrech. Veli¢iny, vstupujici do vypoctu kritického zatizeni, jsou Ctyfi: délka
profilu, vyska stojiny, Sitka pasnic, tloustka stény. Pii zkoumani unosnosti
metfenim kritického zatizeni pro dvé urovne (dolni a horni) kazdého parametru,
bychom museli uskuteénit 24 = 16 testii. Pokud ale vime, Ze kritické zatizeni zavisi
jenom na délce profilu a jeho momentu setrvacnosti (ktery zavisi zndmym
zplsobem na tfech parametrech prifezu), posta¢i pii téchto dvou parametrech
pouze 22 = 4 testy — coz je vyrazné zjednoduseni. Kdybychom chtéli vliv kazdého
parametru zkoumat na vice urovnich, bylo by zapotfebi vice experimentil, a
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zminéna uspora prace by byla jest¢ vyssi. Tento priklad také ukazuje, jak je
dilezité provést jiz na zacatku teoretickou analyzu feSeného problému.

Pouziti bezrozmérovych veli¢in je uzitecné i pfi studiu chovani realnych objektt
pomoci modelt. To plati i pro pocitatové modelovani! Stavba velké konstrukce
byva provazena mnoha nejistotami, a ztraty v diisledku chybného navrhu by mohly
byt velmi vysoké. Proto se nejprve zpravidla vytvoii a testuje mensi model. Pokud
vsak ma tento model adekvatné odpovidat chovani skutecného objektu, musi mezi
nimi existovat predevS§im geometrickd podobnost, tj. shodnost tvaru vcetné
odpovidajicich uhli a umérnost odpovidajicich rozméri (tzv. méfitko). Plati
nasledujici relace:

Rozmér modelu = Méritko x Rozmér skutecného objektu

Naptiklad model budovy v méfitku 1:20 ma dvacetkrat mensi rozméry nez
skutecny diim. Ale i dalsi veli¢iny musi byt ve spravnych pomeérech.

Bezrozmérové promeénné lze vytvaiet riznymi zptsoby. Nejjednodussi je pomer
urcité veliCiny a jeji charakteristické hodnoty, napf. X/Xo nebo Ax/Xo pro vzdalenost
nebo posunuti. V pruznosti a pevnosti je dobie znamé pomérné prodlouzeni (& =
AL/L), Poissonovo ¢Cislo g (pomér relativniho zkraceni v pficném sméru
k relativnimu prodlouzeni ve sméru zatizeni), nebo koeficient tieni f, definovany
jako pomér sily, potiebné K posouvani télesa po jiném télese, a normalové sily,
ktera ob¢ télesa pfitlacuje k sobé. Tam, kde miize dojit ke ztraté stability zborcenim
konstrukce nebo jeji ¢asti, je vhodnou bezrozmérovou veli¢inou pomér zatizeni a
jeho kritické hodnoty, F/Fy. U tenkosténnych rotacnich skofepin se uziva tzv.
parametr tenkosténnosti, coZ je bezrozmerovy pomér poloméru skofepiny a
tloustky stény, R/t. Jinou bezrozmérovou veli¢inou u valcovych skofepin je pX,
kde X(m) je poloha vySetiovaného mista v osovém sméru, a £ je konstanta,
charakterizujici tuhost skofepiny; jeji rozmér je m™1; viz vztah (3.30).

Dalsim ptikladem je bezrozmérova poloha, &= (X — Xmin)/(Xmax — Xmin), Kd€ Xmax @
Xmin predstavuji krajni hodnoty soufadnic. Varianta tohoto pfistupu se uziva také u
izoparametrickych koneénych prvki. Podobné lze vyjadiit i ¢as. Pro univerzalni
popis pienosu tepla se uziva bezrozmérova teplota, 8= (T — T)/(To — Tw), kde To je
pocateéni a T. kone¢na teplota. Bezrozmérové musi byt i argumenty v
matematickych funkcich typu sin, cos, log nebo exp. V opacném piipadé by zména
jednotek (napf. metry misto mm) zménila numerickou hodnotu vysledku.
Podrobnéjsi postupy pro vytvaieni bezrozmérovych parametrt 1ze najit v [24].
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U tenkosténnych soucasti hraje velkou roli ztrata stability vyboCenim nebo
zborcenim. Jako uziteCnéd bezrozmérova veli€ina se uziva relativni velikost zatizeni
ve srovnani s kritickou hodnotou. Podobné kritické napéti (viz napt. vztahy 4.24 a
4.25) se vyjadiuje jako funkce Stihlostniho poméru, ktery je bezrozmérovy.
Kritické napéti v elastickém oboru také zavisi na modulu pruznosti, takze zde lze
zavést bezrozmérovou veli¢inu , kritické napéti / modul pruznosti®.

6.3 Pravdépodobnostni hlediska navrhovani konstrukci

Pii navrhu a dimenzovani jakékoliv soucasti musime nékdy prihlizet ke kolisani
dilezitych veli¢in, jako je pevnost, rozmery, zatiZzeni a okolni vlivy. Naptiklad
kolisa pevnost materialii. Na obr. 6.11 je histogram pevnosti oceli tiidy 11523,
sestrojeny ze souboru vice nez 16000 vzorkl. Prestoze se u vSech zkousek jednalo
o ocel téze tridy, je Sitka intervalu, ve kterém se namétené hodnoty pohybovaly,
obrovska. Pfi konstrukénim navrhu chceme mit jistotu, Ze soucast bezpecné
prenese predpokladané zatizeni nebo napéti. Veliké rozptyleni jednotlivych hodnot
ale naznacuje, ze i kdybychom jako zaru¢enou pevnost pouzili nejnizs$i namétenou
hodnotu, nemame jistotu, Ze se nevyskytne jest¢ slabsi vzorek. Proto se nékdy
postupuje tak, Ze se rozlozeni naméienych pevnosti aproximuje né¢jakym vhodnym
rozdélenim pravdépodobnosti, napt. Weibullovym nebo logaritmicko-normalnim, a
jako nejnizs§i ocekavatelnou hodnotu uZijeme takovou, pro kterou existuje jen
velmi malad (pfijatelnd) pravdépodobnost, Ze se muze vyskytnout vyrobek jesté
slabsi.

[0,001)

m,=577,7MPaq
s,=34,6MPa
v,=0,060
a,=0,058
n=16 583

450

(MPg)
R,

Obr. 6.11. Histogram meze pevnosti oceli tiidy 11 523 [25].
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Kolisaji i rozméry soucasti. Kritické zatizeni tlacenych soucasti zase vyrazné€ zavisi
na imperfekcich, jako je prohnuti pfimé osy nebo poloha ptisobisté zatézujicich sil.
zatizeni, naptiklad vyvozované vétrem. Normy pro navrhovani konstrukei k tomuto
kolisani pftihliZeji, a pracuji s tzv. normovanymi hodnotami. U pevnosti to byvaji
takové hodnoty, pro které existuje pouze nizka pravdépodobnost, Ze by se mohla
vyskytnout pevnost jesté¢ niz§i. U zatizeni zase normy pracuji naopak s relativné
vysokymi hodnotami, které by mohly byt piekroceny také jen s nizkou
pravdépodobnosti. Navrh podle norem je zavazny pouze v nékterych ptipadech.
Nemusi byt vzdy hospodarny, a nezohlednuje vSechny moznosti, které se mohou
vyskytnout. Nékdy proto muize byt vhodnéjsi pouzit pravdépodobnostni piistup.
Byla vyvinuta fada pravdépodobnostnich metod, které umoziuji pracovat
s ndhodnymi veli¢inami. Podminkou pro jejich ispésné pouziti je, ze veliCina,
kterou chceme posuzovat, musi mit stejné rozdéleni pravdépodobnosti, jako bylo
rozdéleni naméfenych hodnot. Podminky jejich ziskani by mély byt v obou
pripadech stejné. To neni vzdy jisté. Napiiklad zkousky pro ziskani histogramu
pevnosti podle obr. 6.11 trvaly n€kolik rokti. Béhem tak dlouhé doby mohlo dojit
ke zméné podminek prace tavici pece, a tedy i ke zméné€ vlastnosti oceli. Jista
opatrnost v podobnych piipadech je pak na misté. Pfi navrhu ale v prvé tradé
potfebujeme informace o rozdéleni uvazované veliciny.

Ziskani informaci o rozdéleni pravdépodobnosti

Prvni pfedstavu poskytne histogram namétenych hodnot (obr. 6.11). Jeho sestrojeni
je snadné s pouzitim vhodného pocitacového programu. Jeden je i soucasti Excelu
(menu Data — Analyza dat — Histogram); je ale nutno mit pfedem pfipravené
hranice jednotlivych tfid. Navod je popsan v [Expanal]. Pro rozumné vizudlni
posouzeni by histogram mél byt sestrojen alespon ze tficeti hodnot, coz pokazdé
nemame. Urcitou informaci o distribucni funkci vySetfovaného rozdéleni da
poradova statistika. Naméfené hodnoty X miizeme sefadit od nejmensi do nejvétsi,
a kazdé ptifadit hodnotu distribu¢ni funkce F(x), ktera vyjadiuje pravdépodobnost,
7e nahodna veli¢ina X nabude hodnotu mensi nebo nanejvys rovnou X
Nejjednodussi ptedpis pro piifazeni hodnot distribuéni funkce je
i
F = _ (6.3)
n+1
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kde i je i-ta hodnota a n je celkovy pocet hodnot. Vysvétleni vzorce (6.3) je prosté.
Mame-li naptiklad 100 hodnot pevnosti (X) a sefadime je od nejmensi do nejvetsi,
potom pravdépodobnost F, ze pevnost X bude nizsi nebo rovna nejnizsi z onéch 100
hodnot, tj. x4, je ptiblizné 1 : 100. Pravdépodobnost, Ze X < X je 2/100, atd., obecné
Fi = i/n. V rovnici (6.3) byla ke jmenovateli pfictena jednotka kviili matematické
korektnosti: pravdépodobnost F, ze X bude nizsi nebo rovna X,, musi byt i pro i =n
mens$i nez 1, protoze pii dalSich zkouskdch pevnosti by se mohly objevit také
hodnoty vyssi nez Xn.

Na zaklad¢é podobnych tivah by Slo fici, ze chceme-li zjistit naptiklad hodnotu,
ktera se vyskytne s pravdépodobnosti 1:100, meli bychom uskutecnit 100 testd, a tu
Casto stadi i méné zkousek, zejména pokud vime, e dand veli¢ina méa urdité
rozdéleni. V takovém ptipadé vypocitame z uskutecnénych zkouSek parametry
tohoto rozdéleni, a pro n¢ vypocitame pfislusny kvantil. Protoze ale ziskany
vysledek neni pfesny, mizeme jest€¢ stanovit konfidencni interval, ktery bude
s pfedem zvolenou vysokou pravdépodobnosti obsahovat skute¢nou hodnotu
dan¢ho kvantilu. Odpovidajici postupy jsou popsany napf. v [24]. Jist¢ ale
chapeme, ze urCovat hodnotu, ktera by se mohla vyskytnout v jednom ptipade
z 10000, pouze na zaklad¢ tii zkousSek, neni prili§ pfesné, a ze odpovidajici interval
spolehlivosti pro ni bude velmi Siroky.

Stanoveni parametru Weibullova rozdéleni

Pro aproximaci rozdé€leni zatizeni pii poruse, pevnosti nebo dob do poruchy byva
vhodné Weibullovo rozdéleni, které se dokaze pruzné ptizplisobit riznym tvarim
histogramu (obr. 6.12). Zde ukazeme jednoduchou metodu stanoveni jeho
parametra [24].

Distribu¢ni funkce pro tfiparametrické Weibullovo rozdéleni veli¢iny X je

b
F(x) =1—exp —(X_axoj ' (6.4)

kde a je tzv. parametr méfitka, b je parametr tvaru, a Xo je tzv. prahova hodnota,
coz je takova hodnota, Ze se nemuze vyskytnout nizsi. V ptipadé pevnosti nebo
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Obr. 6.12. Weibullovo rozdeéleni (hustota pravdépodobnosti)
pro riizné hodnoty parametru tvaru b.

zivotnosti se nékdy za Xo dosazuje 0; jedna se potom o dvouparametrické
Weibullovo rozdé€leni.

Konstanty a, b, Xo ziskame nasledujicim zptisobem. Rovnici (6.4) pfepiseme na tvar
1/b

X=Xy +aln 1_Fl (6.5)

Nyni vSechny hodnoty uspoiradame do sloupcti. Prvni sloupec obsahuje pofadové
Cislo (i), ve druhém jsou naméiené pevnosti Ximeas, sefazené od nejnizsi do nejvyssi,
a ve tretim sloupci jsou odpovidajici hodnoty distribu¢ni funkce Fi, pfifazované
podle vzorce (6.3). Ve ¢tvrtém sloupci budou hodnoty pevnosti Xicaic, pocitané pro
pravdépodobnosti Fi podle vztahu (6.5) s pouzitim konstant a, b, Xo. Jejich hodnoty
zatim nezname, ale ziskdme je z podminky, aby byl minimalni soucet Ctvercl
rozdili mezi naméfenymi a vypoctenymi hodnotami X;,

2 (Xi,meas— Xi,calc)2 = min! (6.6)
K tomuto uéelu lze uzit vhodny fesitel. Jeden je zabudovan i v Excelu (Resitel
vmenu Data; odpovidajici piikaz pro vypocet souctu Cctvercl rozdila je
SUMXMY?2). Na zacatku vypoctl musi byt zadany zvolené pocatecni hodnoty a,

b, Xo a ptikaz, aby program Resitel nalezl minimum tohoto souétu. Jakmile byly
spravné hodnoty parametrli nalezeny, muzeme pomoci vzorce (6.5) vypocitat
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hledanou pevnost odpovidajici pravdépodobnosti (nepiekroceni) F. Cely postup je
podrobné popsan v piikladu v knizce Uvod do experimentalni analyzy [24], ktera
je voln¢ pfistupna na webu.

Vztah (6.5) muzeme také pouzit, chceme-li stanovit napiiklad ,,zaruc¢enou*
minimalni hodnotu, tj. takovou, Ze niz§i hodnota se vyskytne nanejvyS se
zvolenou pravdépodobnosti F.

5.4 Vliv rozméru

Rozméry vzorkl,, na kterych zjistujeme pevnostni parametry, se Casto lisi od
rozméru soucasti, a nékdy je odlisny i zplsob zatizeni. V takovém ptipadé je nutno
vysledky méteni prepocitavat, nebot’ je tieba prihlizet ke skutecnosti, ze s rozméry

4

pevnost klesa.

Nejjednodussi situace nastava, je-li napjatost ve vzorku i v télese stejna a lisi se
pouze velikosti zatizenych oblasti, jako napiiklad u ty¢i zatizenych tahem. Zptsob
prepocitavani  pravdépodobnosti budeme vtomto pifipadé ilustrovat na
jednoduchém ptikladu. Méme vzorek 0 objemu V zatizeny rovnomérné
rozlozenym napétim o takové velikosti, ze pravdépodobnost lomu je P.
Pravdépodobnost, ze k lomu nedojde, je rovna doplnku do jedné, tzn. 1 — P. Mame-
li nyni vzorek z téhoz materialu, o objemu dvakrat vétsim, zatizeny rovnéz napétim
o, potom pravdépodobnost, ze k lomu nedojde (tzn. Ze se ani v dvakrat vét§im
objemu nenajde vada kritické velikosti), je rovna (1 — P)(1 — P). Zobecnime-li tyto
uvahy, dostaneme nésledujici pravidlo [26]:

Jestlize pravdépodobnost poruseni télesa o objemu Vi, zatizeného rovnomérné
rozdélenym napétim o, je P1, potom pravdépodobnost lomu stejné zatizeného télesa
0 objemu V; je

P =1-@1-R)""". (6.7)

Z tohoto vztahu vychazime i pfi urCovani dovoleného napéti. Zname-li rozd¢leni
pevnosti zkusebnich vzorkd o objemu V., a chceme pro soucdst o objemu Vi
stanovit takové dovolené napéti, aby pravdépodobnost lomu této soucasti byla P,
vypocitame z (6.7) odpovidajici pravdépodobnost P,. Dovolené napéti potom
stanovime jako P.-kvantil rozdéleni pevnosti zkusebnich vzorku.
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Jednoduché prepocty umoziuje Weibullovo rozdé€leni. Je-li pravdépodobnost lomu
télesa o objemu V1, zatizeného napétim o, dana vztahem (6.4) s konstantami a, b,
Xo, vyplyva ze vzorce (6.7), ze pravdépodobnost lomu stejn¢ zatizené soucasti o
objemu V- bude

Vo )(X =% )
F(x) =1—exp| - V—Z (a Oj : (6.8)
1

Ze vztahu (6.8) plyne, Zze ma-li soucast o objemu V> mit stejnou pravdépodobnost
lomu jako soucast o objemu V1, musi se zatizeni zménit z oy na oy tak, aby platilo

-0y _ [Vlj“’. ©9)

01— 0y Vs

Uvedené vztahy plati i pro Weibullovo rozdéleni dvouparametrické, polozime-li oo
= 0. Vzorec (6.9) v tomto piipadé odpovida Casto pozorované empirické zavislosti
mezi pevnosti a objemem V télesa

o= CV—l/b ’ (610)

kde c je konstanta. Pevnost klesa se zvétSovanim objemu tim rychleji, ¢im mensi je
Weibulliv modul b. Nékdy musime brat v tivahu, jsou-li pro pevnost rozhodujici
povrchové vady nebo vady rozptylené v objemu télesa.

6.5 Pocitacova podpora navrhovani

Pfi navrhovani soucasti poskytuji vyraznou pomoc rizné pocitatové programy,
jako je naptiklad ProEngineer nebo Inventor od firmy Autodesk [27]. Posledné
jmenovany obsahuje kromé jiného generator tvart, ktery pouziva proceduru pro
maximalizaci tuhosti soucasti na zakladé zvolenych ¢i pfedepsanych vazeb. Tento
generator vytvoii 3D sit’, kterou lze pouZit jako voditko pro upfesnéni navrhu, a to
jak pro ohybané soucasti zplechu, tak i pro plastové soucasti vytvarené
vstiikovanim. Procedura Generator tvari je do programu Inventor integrovana,

v koncepeéni nebo pocatecni fazi navrhu.

Ucinnym pomocnikem pfi analyze deformaci a napécti je software umoziujici
modelovani, pokud mozno i pii velkych deformacich. Piikladem jsou programy
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metody kone¢nych prvkd, naptiklad ANSYS, ABAQUS, MARC nebo COSMOS
[28 — 34]. Blizsi informace o nich ziskdme z pfislusnych webovych stranek a
pfirucek v nich citovanych.

Nahodné vlivy lze zkoumat pouZzitim simulaéni metody Monte Carlo. Jedna se o
pocitacovou techniku, zaloZenou na provadéni Cetnych fiktivnich experiment
S pouzitim nahodnych ¢isel [27, 35 — 37]. Jeji pouziti je univerzalni a nevyzaduje
specidlni znalosti teorie pravdépodobnosti. Uzivatel potifebuje pouze znat vztah
mezi vstupnimi veli¢inami a vystupem,

y = f(xu, X2, Xs, ...) (6.11)

a rozdéleni pravdépodobnosti vstupnich veli¢in (X1, X2, Xs,...). Metoda Monte Carlo
pouziva pfi feSeni ndhodna Cisla vytvafena pocitacem. V kazdém ,,pokusu® se
vstupnim veli¢indm X1, X, ..., X, prifadi ndhodna ¢isla, takova, Ze jejich rozdéleni
odpovidaji rozdélenim pravdépodobnosti kazdé promeénné. S témito Cisly se pak
provedou operace odpovidajici feSenému problému a podle rovnice (6.11) se
vypoc¢ita hodnota zkoumané veli¢iny y. Z mnoha hodnot lze potom vytvorit
histogram, ktery odpovida rozdéleni y (obr. 6.13).

Vygenerované hodnoty lze wuzit pro vypocet stfedni hodnoty anebo
pravdépodobnosti, Ze y bude niz$i nebo vyssi nez urcitd zvolend hodnota y*, pro
vypocet pravdépodobnosti poruchy, anebo pro ureni hodnot, které budou
prekroceny jenom s uritym rizikem, napiiklad maximalni ocekavatelné zatizeni

Obr. 6.13. Histogram vytvoreny metodou Monte Carlo, program Ant-Hill [24].
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nebo deformace. Metoda je vhodna zejména je-li vztah mezi vstupnimi veli¢inami
a vystupem nelinedrni, coz je mj. ptipad stabilitnich problémii.

Pro simulace Monte Carlo existuji komercni pocitacové programy, ale také lze
vytvofit si vlastni. Jejich zdkladem je generdtor ndhodnych cisel. Ve skutecnosti
tato Cisla nejsou zcela ndhodnd, protoze se tvoii podle urcitého algoritmu.
Komer¢ni generatory vSak pouzivaji algoritmy, které prosly dukladnymi
statistickymi testy, a poskytuji Cisla, kterd se chovaji téméf jako tplné ndhodna.
Proto je vyhodné pouzivat osvédéené generatory nahodnych cisel. Ty byvaji i
soucasti univerzalnich pocitacovych programt, jako je Matlab nebo Mathcad. Také
Excel ma sviij generator, avSak s omezenymi moznostmi.

Zakladem byva generator nahodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim v intervalu
(0; 1). Znich lIze ziskat nahodna ¢isla s jinym rozdélenim pravdépodobnosti.
Zakladni myslenkou je, ze distribuéni funkce F jakékoliv spojité nahodné
proménné je také nahodna veli¢ina, a to s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0;
1). Zname-li obecny vyraz pro distribu¢ni funkci pozadovaného rozdé€leni, z = F(x),
potom nahodna cisla x 1ze ziskat z ndhodnych ¢isel z S rovnhomérnym rozdélenim
v intervalu (0; 1) pouzitim inverzni transformace (obr. 6.14):

X=F1(). (6.12)

Napiiklad distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni je z = F(x) = 1 — exp(—x/xo)
S parametrem Xo. Inverzni transformace pro toto rozdéleni je X =—Xo In (1 —2).

Obr. 6.14. Princip vytvareni nahodnych
Cisel 7 c¢isel s rovnomernym rozdelenim.

Typickym rysem metody Monte Carlo je, Ze charakteristické hodnoty (primeér,
kvantily, pravdépodobnosti odpovidajici uré¢itym hodnotam vy, atd.), ziskané jako
vysledek n pokust, nejsou ve dvou sériich simulaci nikdy stejné. Vysledky jsou
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tedy jen priblizné. Jsou ale blize ke skutecnym hodnotam pfi vys$§im poctu pokust.
Pocet pokusti n, potiebny pro dosazeni urcité presnosti vysledki, je ptiblizné

n= u2(1-P)/(PH ; (6.13)

P je ocekavanéd (odhadnutd) pravdépodobnost vySetiovaného jevu, O je pripustna
relativni chyba pifi uréeni P, a U2 je of2—kriticka hodnota normovaného
normalniho rozdé€leni pro pravdépodobnost «, Ze skutecna hodnota P bude vné
intervalu P+ & Nezbytny pocet simulaci vyrazné nartsta s klesajici
pravdépodobnosti P. Je-li naptiklad pfedpokladand pravdépodobnost P = 0,01,
dovolena relativni chyba 6 = 10% a pravdépodobnost & = 5%, bude zapotiebi asi
40 000 simula¢nich pokust. Pro P = 0,001 to jiz je 400 000 pokust atd. To mize
byt nékdy velice Casové narocné, zejména je-li pro ziskani hodnoty vy
(deformace konstrukce apod.) nutno uskuteénit vypocty metodou kone¢nych prvk,
kdy jeden propocet trva nckolik minut. Proto byly navrzeny riizné modifikace.
Jednou z nich je metoda odezvové plochy. Pfi ni se piesné vypocty (MKP apod.)
uskutecni jenom pro nékolik vybranych kombinaci vstupnich parametrd. Ziskané
vysledky se pak prolozi vhodnou funkci, takzvanou odezvovou plochou (obr. 6.15).

Obr. 6.15. Odezvova plocha pro
funkci dvou nezavisle promeénnych.

To je spojita funkce, naptiklad polynom, a vlastni simulace pro nahodné kolisajici
hodnoty vstupnich veli¢in se pak provadéji s touto odezvovou plochou [24, 35].

Vice uvodnich informaci o metodé Monte Carlo lze najit naptiklad v knize [35],
ktera je volné dostupna na webu.
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Rejstrik (&islo v zavorce znadi kapitolu)

analyza linearni, nelinedrni
antideplanatory

bezrozmérové veliCiny, parametry
bifurkace

Bredtovy vztahy

¢ara prithybova

Cisla nahodna

deformace velké

delaminace povlaku s horkou skvrnou
délka vzpérna

deplanace (ztrata rovinnosti prufezu)
desky

desky kruhové, vybouleni

desky ortotropni

diferencialni rovnice pruhybové ¢ary
histogram (pevnosti)

hlavni sméry a hlavni osy prifezu
hodnoty kritické

Hooketiv zakon

Hooketv zakon s vlivem teplot
horka skvrna (delaminace)
imperfekce

kriticka teplota pro bouleni
kritické napéti

kritické zatizeni

kriticky tlak pro bouleni

krouceni volné, stisnéné (vazané)
krut, krouceni

kruznice Culmannova
Laplaceova rovnice membrany
lepenka vInita

linedrni analyza

membrana

116

82 (4)

34 (2), 100 (6)
101, 102 (6)

81 (4)

13 (1)

27 (1)

110, 111 (6)

82 (4)

90 (5)

60 (4)

16 (1)

38 (3)

71 (4)

36 (3)

27 (1), 59 (4)
104 (6)

20, 24 (1)

59 (4)

35,38 (3), 89 (5)
89 (5)

90 (5)

62 (4)

85,87 (5)

61, 62, 68, 69, 70 (4)
59, 63, 65, 67 (4)
76,77, 78,80 (4)
16,17 (1), 30 (2)
9 (1)

24 (1)

43 (3)

40 (3), 96 (6)
82 (4)

42 (3)
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membranova analogie

méfitko

metoda konec¢nych prvki

metoda Monte Carlo

mezni kiivka

modul prifezu v krutu

modul priifezu v ohybu

modul pruznosti v tahu E (Youngtv)
modul pruznosti ve smyku G
moment deviacni

moment ohybovy, jednotkovy m. u desek
moment setrvacnosti (kvadraticky) prifezu
moment tuhosti v krouceni

momenty prifezu k pootocenym osam
momenty prafezu k posunutym osam
nadoby rota¢n¢ symetrické

napéti kritické

napéti teplotni

napéti teplotni pti spadu teplot
napéti teplotni v desce

napéti teplotni v trubce

napéti teplotni v tyc¢i

napéti membranové

napéti obvodové, osové

napéti ohybové

napéti smykové

napéti ve skotepinach

napjatost membranova

napjatost ohybova

normy pro navrhovani

ohyb

plocha odezvova

pocitacova podpora navrhovani
podobnost

Poissonovo Cislo u

pokritické chovani

117

11 (1)

103 (6)

55 (3), 81 (4)
100 (5)

62 (4)

10, 13, 14, 16 (1)
17,18 (1)

10 (1), 35 (3)
10 (1), 35 (3)
19 (1)

17 (1), 36 (3)
17,21, 24 (1)
13,14, 16 (1)
24 (1)

23 (1)

46 (3)

61, 62, 67, 69 (4)
85 (5)

86, 87, 88 (5)
87,89 (5)

92 (5)

86,91 (5)

42 (3)

44 (3)

17 (1), 42 (3)
9,11, 13,24, 25 (1)
48 (3)

43,48, 51 (3)
49 (3)

101 (6)

17 (1)

112 (6)

109 (6)

101 (6)

10 (1), 38 (3)
80 (4)
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polomér setrvacnosti prifezu
pravdépodobnostni hlediska navrhu
prihyb nosniku, prihybova ¢ara
prihyb pii imperfekci

rozdéleni pravdépodobnosti

rozdéleni pravdépodobnosti Weibullovo
sendvic, napjatost, prvky

simula¢ni metody

skofepina tenkosténna kulova
skofepina tenkosténnd valcova
skofepina valcova, ztrata stability
skotfepiny zatizené vn&jSim pietlakem
skofepiny

stabilita kruhového oblouku, prstence
stabilita L-profilu

stabilita pruta

stabilita trubky zatiZzené vnéjSim tlakem
stabilita valcové skotfepiny
Steinerova véta

sténa integralni

stied smyku

Stihlostni pomér tyce (prutu) A
tenkosténné profily uzaviené, oteviené
teplota kriticka pro bouleni

teplotni deformace

teplotni napéti

teplotni napéti pii spadu teplot
teplotni napéti v tyci

teplotni napéti v desce

teplotni napéti v trubce

teplotni roztaznost

tlak kriticky (vné&jsi)

tuhost ohybovéa

uhel pootoceni dvou prutezi

uhel sklonu konce nosniku

118

61 (4)
104 (6)

27,28 (1), 35 (3)

62,63 (4)
104, 105 (6)
106, 107 (6)

39 (3),78 (4), 95 (6)

110 (6)

47 (3), 80 (4)
44 (3)
73,76 (4)
76,77 (4)

42, 43,48, 49 (3)

77,76 (4)
71,72 (4)
59, 60 (4)
76, 77,78 (4)
73,74 (4)

23 (1)

99 (6)

26 (1)

61 (4),85 (5)
13,14 (1)

85 (5), 87
85,86 (5)

85 (5)

86, 87, 88 (5)
86 (5), 91
87,89 (5)

92 (5)

85 (5)

23 (1)

78 (4)

36 (3)

10 (1), 32 (2)
28 (1)
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vlastni tvary

vliv rozmérii na unosnost

vrchlik kulovy

vyboceni nosniku, prutu

vyztuzovani skofepin a zeber

vzorce kotlové

vzpérna délka

Weibullovo rozdé€leni, urCeni parametrti
zatizeni excentrické

zatizeni kritické

zborceni desek, skofepin

zesileni skofepiny s lokalnim zatizenim
zkrut (relativni pootoceni prufeza, d /dx)
ztrata stability desek

ztrata stability lokalni

ztrata stability skofepin

ztrata stability uCinkem smykovych napéti
Zebra integralni

zebra vyztuzna

119

82 (4)
108 (6)

81 (4), 98 (6)
65, 66, 67 (4)
97,98 (6)
45,54 (3)

85 (5)

106, 107 (6)
64 (4)

59, 63, 69 (4)
68,72, 74 (4)
96, 97 (6)

10 (1), 37 (3)
68 (4)

65 (4)

73,74 (4)
67,68 (4)
97,99 (6)

79 (4), 98 (6)
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